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CHJtFÏTRE  I. 


THÉORIE  DES  FONCTIONS  SYNECTIQUES  DE  PLUSIEURS 
VARIABLES. 


I.  —  Préliminaires. 

La  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  variables  imaginaires 
est  loin  d'être  aussi  avancée  que  la  théorie  des  fonctions 
d'une  seule  variable;  c'est  à  M.  Weierstrass  que  l'on  doit 
les  premières  tentatives  effectuées  pour  édifier  cette  théorie. 

Un  ensemble  de  plusieurs  variables  indépendantes  ^,, 
^2,  .  .  .,  ^n  constitue  un  point  [Eine  Stelle  (Weierstrass)]. 
Si  nous  supposons  que  s,,  z-y,  •  .  . ,  Za  se  meuvent  à  l'intérieur 
de  contours  fermés  simples  G,,  Go,  .  .  .,  G/^,  nous  dirons  que 
les  intérieurs  de  ces  contours  forment  le  domaine  du  point 
^1,  2o,  .  .  . ,  5„  {Umgebung). 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  i 
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Soit  D  un  domaine  du  point  ^j,  Z2',  ...,  ^ii\  la  fonc- 
tion y*( -3,,  ^2?  ...,  ^«)  sera  dite  synectique  dans  le  domaine  D 
en  question,  si  elle  l'est  par  rapport  à  chaque  variable,  les 
autres  étant  censées  constantes,  toutes  les  variables  restant 
d'ailleurs  contenues  dans  le  domaine  D. 


II.  —  Des  fonctions  développables  en  séries  entières. 

Nous  appellerons  série  entière  une  série  de  la  forme 

Po+Pi  +  ...+  P„+ ..., 

Po,  P, ,  Po,  ...  désignant  des  polynômes  entiers  et  homogènes 
en::,,^o,  ...,  ^/^  respectivement  des  degrés  o,  i ,  2,  .  .  .  une 
pareille  série  pourra  encore  s'écrire  sous  la  forme 

^Avi,V2,...'S'i'^2^.  .  ., 
0 

Av„v,...,  désignant  un  coefficient  indépendant  de  iî,,  ^o,  .... 
Bien  que  nous  n'ayons  pas  exposé  la  théorie  des  séries  triples, 
quadruples,  etc.,  ce  que  nous  avons  dit  des  séries  doubles  et 
de  la  théorie  de  l'hyperespace  suffît  pour  faire  comprendre 
que  la  théorie  des  séries  doubles  s'applique  aux  séries  mul- 
tiples les  plus  générales;  nous  nous  appuierons  donc,  sans 
autres  commentaires,  sur  la  théorie  de  ces  séries  dans  ce  qui 
va  suivre. 

Théorème  I.  —  Les  variables  z^^  Zo,  .  .  .,  z,i  étant  sup- 
posées contenues  dans  des  cercles  G( ,  Go,  •  .  . ,  C^  de  rayons 
f'i,  ''2,  •••?  f'n  décrits  de  l'origine  comme  centre,  si  les 
modules  des  termes  de  la  série 


(') 


sont  finis  cjuand  mod^,  =  /•, ,  mod^o  =  f^n   •  •  •  7  cette  sérii 
est  con^'crgente  dans  le  domaine  G|,  Go,  .  .  . ,  G/^. 
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En  effet,  la  série 


Hfë 


M  X(-)|2-: 


dans  laquelle  on  suppose 

Pi<^i,  p2<''2  •••  et  pi>0,  p2>o,  ..., 

est  convergente;  cela  peut  se  voir  de  bien  des  manières  et  en 
particulier  en  observant  que  la  somme  des  p  premiers  groupes 
homogènes  de  la  série  (2)  est  égale  au  produit 


{ïï"]h(ii)--(fin- 


qui  tend  vers  une  limite  finie  pour/?  =  go. 

Soita-v^  V,  le  modulede  A,^^  ,^,  ,  lesnombres  <^v„v.,...'''î'^'2'-*- 
étant  finis  par  hypothèse,  la  série 

(3)  2«v.,v....p^pl^.. 

sera  convergente,  et  par  suite  la  série  (i),  dont  les  modules 
sont  les  divers  termes  de  (3),  est  elle-même  convergente 

c.  Q.  F.  D. 

Théorème  II.  —  Lorsqu'une  série  entière  est  convergente 
dans  un  domaine  D  composé  de  cercles  décrits  de  V origine 
comme  centre,  elle  représente  une  fonction  synectique  dans 
ce  domaine. 

Théorème  III.  —  Lorsqu'  une  fonction  f{^\-,  z^-i-,  •  •  •  ?  ^n) 
est  synectique  dans  un  domaine  D  composé  de  cercles  Cj, 
C2,  .  .  . ,  G«  décrits  de  P  origine  comme  centre  avec  des 
rayons  II,,  Ro,  ...,  R/^,  elle  est  développable  dans  ce 
domaine  en  série  entière. 

En  effet,  considérons  les  points  x^,  x-^j  •  ■  -,  x,i  contenus 
dans  le  domaine  D,  la  fonction  de  t 
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sera  synectique  par  rapporta  ^  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre  avec  un  rajon  un  peu  supérieur  à  un,  et  l'on 
aura 

cp(0  =  '-?(o)-f-^f'(o)-^-...-i-  17^^-7^  ?"(o)^"-' 

et,  comme  l'on  sait  (t.  I,  p.  i4  0- 

formule  symbolique  dans  laquelle  il  faut  supposer  Xi  =  Oy 
^2  =  0,  ...  dans  les  dérivées;  on  en  conclut  le  développe- 
ment de  cp(^) 


jui,  ayant  lieu  pour  t  ^  ] ,  donne 


=  f(o,o,...) 


__i /  ^/  ^  +  ^/  ^,+   y. 

.1.  .  .  n  \dxi     ^       dx^     ^      '  '  ' / 


Corollaire  1.  —  Si  une  fonction  /(^o  ^2?  •  •  «5  ^u)  est 
synectique  dans  un  domaine  D  composé  de  cercles  C, , 
Co,  ...,  G/2,  décrits  autour  des  points  a^^  a^^  •••,  a,i 
comme  centres,  elle  est  développahle  dans  ce  domaine  en 
série  de  la  forme 

Cette  condition,  suffisante  pour  que  le  développement  soit 
possible,  n'est  nullement  nécessaire,  comme  on  a  voulu  le  faire 
dire  à  Cauchy  et  à  ses  disciples. 

Corollaire  IL  —  Les  coefficients  du  développement  de 
y(;,,  c^,  .  .  .)  peuvent  se  mettre  sous  forme  d'intégrales  dé- 
finies, ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  mettre  sous  cette 


FONCTIONS    SYNECTIQUES    DE    PLUSIEURS    VARIABLES. 

forme  la  dérivée  ■;^::;:^^ de  f{x^,  œ..,   -  •  -,  ^«)'î  ^^  ^"^'^' 

on  a 


'         2 


(271/—!) 


V  J     (-Si-^l)(iÎ2-^2) 


les  intégrales  étant  prises  le  long  des  cercles  G, ,  Go ,  .  .  . ,  G„, 
qui  forment  le  domaine  D  et  qui  sont  décrits  des  points 
^1,^27  •..,  ^/i  comme  centres  avec  des  rayons  que  nous 
supposons  égaux  à  R< ,  Ro,  .  .  . ,  R«  ;  on  en  conclut 

d^+^^-f  ^  /      1      Y^  r  r  f{zu  z,,  ...)  dz.dz^.. . 

àx^^dxl...       WW^i)  JJ  "\z,-x,)^-^^{z,-x,)^^K..     a!p!..r 

et  en  particulier,  quand  ^^  ^  ^2  =  •  •  •  =  ^«  =^  O5 


dx'^dx'^.. 
1      2 


:~W.^:=rJ  JJ  '"  z-^^z^^K..      a!^!..r* 


Si  l'on  fait 
on  trouve 

Cette  formule  nous  sera  utile. 

Théorème  IV.  —  Deux  séries  entières  de  la  J orme 

2Bv.,v„...(^i-«i^(^2  — «2)^^..., 
qui  sont  égales  dans  un  domaine  de  dimensions  finies,  ont 
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même  domaine  de  convergence  et  représentent  deux  fonc- 
tions égales  dans  ce  domaine  ;  de  plus,  on  a 

Av.,v„...-Bv.,v„.... 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  la  démonstration. 

Théorème  V.  —  Une  fonction  ne  peut  rester  synectique 
dans  toute  V étendue  du  plan;  en  d^ autres  termes^  une 
fonction  quireste  monodrome,  monogène,  finie  et  continue 
pour  toutes  les  valeurs  finies  de  ses  variables,  devient 
nécessairement  infinie  pour  des  valeurs  infinies  de  ses 
variables,  à  moins  de  se  réduire  à  une  constante. 

Ce  théorème  peut  se  démontrer  directement  à  l'aide  de  la 
méthode  déjà  employée  pour  le  cas  où  la  fonction  ne  dépend 
que  d'une  seule  variable;  mais  on  peut  aussi  le  démontrer  en 
observant  que,  si  la  fonction /(^i ,  ^25  •  •  •  ?  ^n)  était  toujours 
synectique  même  à  l'infini,  il  en  serait  de  même  de  la  fonc- 
tiony(^^,  <22,  .  .  .,  a,^  obtenue  en  attribuant  à  ^2?  ^3?  •  •  •  5  ^« 
des  valeurs  particulières  a-i,  a^^  .  .  . ,  a,i-,  ce  qui  exige  que  la 
fonction  y(^^,  a^,  .  .  .,  «/?)  soit  une  constante,  c'est-à-dire 

soit  indépendante  de  z^.  On  a  donc  -r^  =  o,  quels  que  soient 

z^y  «2,  .  .  .,  an,  ou  quels  que  soient  ^,,^27  •  •  •  ^n  et,  par 
suite,  y  est  indépendant  de  z^.  On  verrait  de  même  qu'il  est 
indépendant  des  autres  variables  :  donc  il  est  constant. 


III.  —  Théorème  de  M.  Weierstrass. 

Soit  f[zi^  Z2,   .  .  . ,  z,i)  une  fonction  synectique  à  l'inté- 
rieur d\in  domaine  D  contenant  le  point 


Zn  =  O, 


et  nulle  en  ce  point  :  si  la  fonction  fi^z,,,  o,  .  .  . ,  o),  obtenue 
en  faisant  z  2-=  z^=:z.,.z=Za  =  o  dansf{z^ ,  z^j  •••,  ^n)^  n'est 
pas  nulle,  quel  que  soit  z^ ,  il  existera  un  domaine  D'  con- 
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tenu  dans  D  tel  que  Von  aura  pour  les  points  intérieurs  à 
ce  domaine 

P  désignant  un  polynôme  entier  en  z^  à  coefficients  sy- 
nectiques  en  Zo,  z^,  .  .  . ,  z,i  et  o  une  fo fiction  synectique 
dans  le  domaine  D'  c^ui  ne  s^ annule  pas  dans  ce  domaine. 

Posons,  en  effet, /  = /(:î,  ,  ^o,  ...,  ^,,), /o  ==/(^o  o,  ...,o), 

la  fonction  f^  a  un  nombre  limité  de  zéros  dans  le  domaine  D, 
puisqu'elle  est  synectique  et  qu'elle  n'est  pas  identiquement 
nulle;  on  peut  donc  supposer  qu'elle  n'a  pas  de  zéro  autre 
que  o  dans  un  cercle  de  rayon  p,  décrit  de  l'origine  comme 
centre.  La  fonctiony4,  en  vertu  de  (i),  est  nulle  pour  ^o  =  ^i 
^3  =  o,  .  .  . .  ^/i  =  o,  quel  que  soit  z^  ;  on  peut  donc  supposer 
que,  Z2,  ^:j,  .  .  ,  ^  z,i  restant  intérieurs  à  un  cercle  de  rayon  p 
et  Zx  extérieur  à  un  cercle  de  rayon  po<C  ??  ^^  ^^^ 

mod/i<  mod/o- 

Le  domaine  ainsi  formé  par  la  couronne  circulaire  de  rayons 
po  et  p,  et  par  les  cercles  de  rayons  égaux  à  p,  à  l'intérieur 
desquels  restent  z^,  z-^^  .  .  . ,  Zn,  sera  le  domaine  D'. 
Dans  ce  domaine  on  a 

log/=log(/o-/i)=log/o-^^^  {^y 

1 
et,  en  différentiant  par  rapport  à  ^,, 

^^  /  àz,~fo  dz,        ôz,Zàn\fJ    ' 

si  l'on  suppose /o  de  la  forme 


'in  ^  1 


Y  4^  sera  de  la  forme  - — h  g{z^  ),  g{z^  )  désignant  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  ^,,  c'est-à-dire 


CHAPITRE 


une  fonction  synectique  dans  le  domaine  D';  quant  à  ^^j  il 

/o 
sera  développable  sous  la  forme 


8  désignant  une  fonction  synectique,  ainsi  que  A,  en  sorte 
que  ^  ~  (  ^  )  sera  développable  en  une  double  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  entières  de  Zi  et  de  —  à  coefficients 
sjnectiques  en  So,  ^3,  ....  Sa  dérivée  par  rapport  à  z^  sera 
une  série  de  même  forme  ne  contenant  pas  —  ?  en  sorte  que 
la  formule  (2)  s'écrira 

0  2 

On  voit  que  - — h^Q-v^f'  sera  la  partie  du  développement 

2, 
T      i    df        .  ,  ,  .  ,  .  ,1 

de  ^  -T^  qui  procède  suivant  les  puissances  de  —  ;  cette  partie 

a  donc  pour  coefficients  des  fonctions  sjnectiques  de  z^j 
z-i,  . . . ,  z,i  dans  le  domaine  D'. 

Ceci  posé,  en  appelant  a,,  a^,  ...  les  valeurs  de  z^  qui 
annulent /o  et  qui  ont  un  module  moindre  que  celui  de  Zi, 
on  peut  écrire  (3)  ainsi 

I    df        m  ai  ao  /     x       V^  /^     >; 

f  dzi        zi        zi—o^i        Zi  —  oi2  *-    ^      ^^      ^ 

0 

ai,  <22,   ...   désignant  les  degrés  de  multiplicité  des  zéros 

00 

a,,  a2,  .  .  . ,  et,  si  l'on  observe  que  g{Zi)  -+-  ^Qv^"!  est  une 

0 
fonction  synectique  h  dans  le  domaine  D',  et  que  l'on  peut 
poser 

P  =  zi"(^i-ai)«i(^i-a2)«^..., 
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on  déduira,  en  intégrant  la  formule  précédente, 

Or  e^^^^^^  est  une  fonction  synectiqne  que  l'on  peut  appeler  cp 
et  qui  ne  s'annule  pas  dans  D'  ;  on  a  donc,  dans  le  domaine  D', 

or  P  est  un  polynôme  entier  en  z, ,  et  ses  coefficients  sont 

synectiques  en  iJo?  ^a?   •  •  •  i  puisque  -5-  se  développe  en  une 

série  à  coefficients  m,  Q_2,  Q-s?  •  •  •  synectiques.  Ces  coef- 
ficients sont  Sa,  Sa-,  ...  ;  les  coefficients  de  P  sont  des  fonc- 
tions entières  de  Sa,  Sa^,  ...  :  donc  P  est  bien  à  coeffi- 
cients synectiques.  c.  Q.   F.   d. 

Il  résulte  de  ce  théorème  de  M.  Weierstrass  que,  étant 
données  des  valeurs  de  ^25  -^3?  •  •  •  7  ^ni  la  valeur  de  s,,  qu'il 
faut  y  adjoindre  pour  annuler  la  fonction /"(z,,  ^2?  •  -  • ,  ^/z)? 
dans  un  domaine  formé  de  cercles  décrits  de  l'origine  comme 
centre,  est  racine  d'une  équation  algébrique  P  =  o  à  coeffi- 
cients synectiques  :  cela  suppose  que  f{z^j  o,  .  .  .,  o)  n'est 
pas  identiquement  nul,  c'est-à-dire  que  f{z\,  ^27  •  •  •)  con- 
tient au  moins  un  terme  indépendant  de  z^,  ...,  Zn\  plus 
généralement,  cela  suppose  qu'il  y  ait  un  terme  qui  ne  con- 
tienne qu'une  variable. 

IV.  —  Des  diviseurs  des  fonctions  synectiques. 

Nous  dirons  que  la  fonction  cp(5<,  Z21  ...,  z„)^  synec- 
tique  pour  ,s<  =  ^2  =  •  •  •  =  -^/^  =  o?  est  divisible  par  la  fonc- 
tion ^[z^j  Z2,  .  .  .,  Zn)-,  synectique  dans  le  même  domaine, 
si  l'on  a 

Tïï  désignant  une  nouvelle  fonction  synectique  dans  ce  domaine. 
Quand  ^(^i,  .  .  .,  Zn)  ne  s'annule  pas  au  point 

Zy=  Z.i  =  ..  .=  Za=  O, 
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cp  est  divisible  par  ^;  dans  le  cas  conti^aire,  j  est  infini,  cp  ne 

peut  pas  être  divisible  par  t{;,   à  moins  que  l'on  n'ait  aussi 
cp(o,  o,  .  .  . ,  o)r=z  o  :  ce  dernier  cas  doit  être  examiné  à  part. 
Supposons  donc  o  et  'j*  nuls  pour  ^<  ^  ^2  =  •  •  •  =  ^/^  =  ^  5 
«ffectuons  la  substitution  linéaire 

-1  =  Tii^i-^ïi2^2  +  ..--i-Ti«^.i, 


de  module  différent  de  zéro;  les  fonctions  cp  etd»  se  transfor- 
meront en  d'autres  /(^o  ^25  •  •  •?  f^n)  et  ^(^o  ^2>  •  •  -,  ^«)- 
Soient 

/o=fitu  o,  ...,  o),         ^o  =  ^-(^i,  0,0,  ...,  o); 

on  peut  toujours  choisir  la  substitution  de  telle  sorte  que/o 
et  g-Q  ne  soient  pas  nuls  identiquement;  alors,  en  vertu  du 
théorème  de  M.  Weierstrass,  démontré  au  paragraphe  précé- 
dent, on  pourra  trouver  des  polynômes  P  et  Q  entiers  en  /< 
et  à  coefficients  synectiques  satisfaisant  aux  identités 

/=PF,        ff  =  QG, 

F  et  G  désignant  des  fonctions  synectiques  dans  le  voisinage 
de  l'origine.  Nous  supposerons 

Pour  que  cp  soit  divisible  par  ^J;,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  polynôme  P  soit  divisible  par  le  polynôme  Q. 

En  effet,  pour  que  cp  soit  divisible  par  (];,  il  faut  et  il  suffît 
que /le  soit  par  ^,  ou  que  PF  soit  divisible  par  QG,  ou  enfin 

P  F       .         . 
que  ^  ^  soit  fini  dans  un  domaine  de  dimensions  finies,  con- 
tenant le  point  ^,  =  ^2  =  •  •  •  =  ^/i  =  o  ;  or  F  et  G  ne  sont  pas 
nuls  à  l'origine,  ni  dans  le  voisinage  de  l'origine;  pour  que 
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I  reste  fini,  il  faut  et  il  suffît  que  ^  reste  fini,  ce  qui  exige  que 
P  soit  divisible  par  Q. 


V.  —  Sur  les  points  singuliers. 

Nous  avons  dit  que  l'ensemble  des  valeurs  de  Zi,  z.,,  .  .  . ,  z^ 
ou  des  points  représentés  par  ces  variables  constituait  dans  la 
théorie  des  fonctions  de  plusieurs  variables  un  point  ana- 
lytique. En  entendant  le  mol  point  dans  ce  sens  : 

Nous  appellerons  point  singulier  ou  critique  d'une  fonc- 
tion f(zi,  Z.2,  .-.,  z,i)  un  point  où  cette  fonction  cesse 
d'être  monodrome,  monogène,  finie  ou  continue. 

Nous  distinguerons  deux  espèces  de  points  critiques  pour 
les  fonctions/ qui  restent  monodromes,  c'est-à-dire  qui  n'ont 
qu'une  seule  valeur  en  chaque  point.  Soit  a<,  a^,  .  .  . ,  <2,ï  un 
point  critique^  s'il  existe  une  fonction  F(^i,  Zo,  ...,-5„) 
synectique  en  ce  point  et  telle  que  /F  n'ait  plus  le  point 
a^^a^i  .  .  . ,  cia  pour  point  critique,  nous  dirons  que  ce  point 
est  un  point  critique  ordinaire  de  /;  s'il  n'existe  pas  de 
fonction  synectique  en  a^^  ao,  ...,  a„,  telle  que /F  n'ait 
plus  ce  point  pour  point  critique,  on  dira  que  le  point  cri- 
tique en  question  est  un  point  essentiel  pour  la  fonction  y. 

Les  points  critiques  ordinaires  peuvent  être  des  infinis  ou 
des  points  à'' indétermination.  Puisqu'un  point  singulier 
ordinaire  de  la  fonction  /  est  un  point  tel  qu'il  existe  une 
fonction  synectique  F  jouissant  de  cette  propriété  que  le  pro- 
duit cp=iyF  soit  synectique,  on  en  conclut  que/=^;  si 

cp  est  différent  de  zéro  au  point  critique,  /  est  infini  en  ce 
point  et  le  point  critique  sera  ce  que  l'on  appelle  un  infini; 
mais,  si  cp  et  F  sont  nuls  à  la  fois,  il  pourra  arriver  que  o  soit 
divisible  par  F;  cependant  nous  devons  faire  abstraction  de 
ce  cas  :  le  point  considéré  ne  serait  pas  singulier;  o  et  F 
pourront  se  mettre  sous  les  formes  Py  et  QG  (après  leur  avoir 
fait  subir  une  substitution  linéaire,  si  c'est  nécessaire),  P  et  Q 
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désignant  des  polynômes  entiers  en  z,  à  coefficients  synec- 
tiques  en  z^^  z-^,  ...  et  y,  G  désignant  des  fonctions  sjnec- 

y  .  .  .  P 

tiques.    Le  rapport  -^  est  bien  déterminé,  mais  le  rapport  ^^ 

est,  en  général,  indéterminé  et  il  dépend  des  rapports  des 
variables;  on  a  alors  ce  que  l'on  appelle  un  point  d'indéter- 
mination. 

Ajoutons  qu'un  point  à  l'infini  peut  être  singulier;  si  en 
un  point  les  variables  z^^  z^^  ...  sont  infinies,  le  point  sera 
dit  singulier  de  même  espèce  que  le  points,  =1:0,^0  =  0,  ... 

de  la  fonction/)  — 


I      I 

—  j  — 
^'1    ^2 


Théorème  I.  —  Une  série  entière,  c'est-à-dire  dont  les 
différents  termes  Vq,  Vi ,  .  .  . ,  Y  m,  .  •  •  sont  des  polynômes 
homogènes  en  z^,  z^,  . .  . ,  Zn  de  degrés  o,  i ,  2,  .  .  . ,  /?2,  .  .  . , 
respectivement  et  qui  reste  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  ces  variables^  a  nécessairement  un  point 
essentiel  à  V infini. 

Posons  en  effet 
(I)  /(^i,  ^2,  •     ,-s„)=:Vo  +  Vi  +  . ..  +  ¥,„  +  ...; 

si  à  l'infini  y(^,,  .  .  .)  ne  présente  pas  de  point  essentiel, 
/(  —  5  -T5  •••>  —  )  n'en  présentera  pas  non  plus,  en  suppo- 
sant nulle  l'une  des  variables  z\  c'est-à-dire  que/( -V?  •  •  •  ) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

G  et  H  désignant  des  séries  entières  ou,  si  l'on  veut,  des  fonc- 
tions synectiques  à  l'origine.  Or,  si  cela  était  possible,  en  po- 
sant ^4  =za^  ^,  ^2=  <^2^j  ",Zn  ^^  ant Ql  o{t)  =^  f{ay  t^a^t^ ...), 
(i)  deviendrait 

(3)  9(0  =  Ao-f- Ai^+...-HA,„i'«  +  ...; 
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ci(^)  serait  synectique  par  rapport  à  ^  et  présenterait  en 
général  un  point  essentiel  pour  t  =  co  (nous  supposons  Ijien 
entendu,  ce  qui  est  possible,  les  a  tels  que  les  A  ne  soient 

pas  identiquement  nuls) ;  la  fonction  f(  — -,  —,  •  •  •?  ^  )  ,  a, , 

«25  •  •  •  n'étant  pas  nuls,  serait  également  douée  d'un  point 

essentiel  à  l'infini  et  f(  — -j  — ->  •  •  -j  — -  )  d'un  point  essentiel 

à  l'origine.  Mais  cette  fonction  s'obtient  en  faisant  ;',  =  <7,  t, 

z'.,  :=z  a.^t^  ...   dans  fi—r-»  •  •  •  )  ;  on  aurait  donc 


G((2i  t,  a<it,  . . .) 
H(ai  t,  a^t,  . . .) 


ce  qui  est  absurde  si  l'origine  est  un  point  essentiel,  Q{a^  t,  ...) 
et  H(a,  t^  .  .  .)  étant  des  séries  convergentes  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  t. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  synectique  en  chacun  de 
ses  points,  excepté  à  l'infini,  et  qui  n'a  pas  de  points 
essentiels  même  à  l'infini,  est  un  polynôme  entier. 

Une  pareille  fonction,  en  effet,  est  développable  par  la 
série  de  Maclaurin  et  le  développement  doit  avoir  un  nombre 
limité  de  termes;  sans  quoi,  en  vertu  du  précédent  théorème, 
la  fonction  aurait  un  point  essentiel  à  l'infini. 

Théorème  III.  —  Une  fonction  toujours  synectique^ 
excepté  en  certains  points  singuliers,  et  qui  n'a  pas  de 
points  essentiels  même  à  l'infini^  est  une  fonction  ration- 
nelle. 

En  effet,  soit  f{z^,  z^^  .  . .,  z-n)  une  fonction  sans  points 
essentiels,  mais  synectique,  excepté  en  certains  points  singu- 
liers; si  l'on  donne  à  ^07  •  •  •  >  z,i  des  valeurs  fixes,  la  fonction 
/se  réduira  à  une  fonction  synectique  de  z^,  excepté  en  cer- 
tains points  où  elle  pourra  être  infinie  sans  avoir  de  points 
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essentiels  ;  elle  sera  donc  rationnelle  et  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

A0-+- Ai^i-!-.  ..-4- Ap^;' 


A^u 


Bo  +  Bi5i+...H-B, 


Ao,  A,,  .  .  . ,  Bq,  B<,  .  .  .  désignant  des  fonctions  de  ^2?  •  •  •  -^^n- 
Si,  dans  cette  formule,  on  donne  à  s,  des  valeurs  différentes 
en  nombre  égal  à  /?  -h  ^  +  i ,  on  aura  p  -\-  q  -\-\  équations 
du  premier  degré  en  Aq,  A, ,  .  .  . ,  Bq,  B, ,  .  .  .  qui  détermine- 
ront les  rapports  de  ces  quantités  à  l'une  d'elles,  ces  rap- 
ports dépendront  de  fonctions  rationnelles  des  valeurs  de 
y(^,,  ^27  •  '  "I  ^11)  pour  les  diverses  valeurs  de  z^  ;  ce  seront 
donc  des  fonctions  synectiques  de  z^^^  ...,  Zn^  excepté  en 
certains  points  singuliers  non  essentiels. 

Considérons  l'un  de  ces  rapports,  ou,  si  l'on  veut,  l'une 
des  quantités  A,  B,  on  verra  comme  tout  à  l'heure  qu'elle  est 
rationnelle  par  rapport  à  z<2,  et  que  ses  coefficients  sont  synec- 
tiques par  rapport  à  ^3,  s.,,  .  .  .,  s^,  excepté  en  des  points 
singuliers  non  essentiels,  et  ainsi  de  suite.  Donc 

est  rationnelle  par  rapport  à  toutes  ses  variables. 

c.    Q.    F.    D. 

VI.  —  Sur  les  intégrales  multiples  des  fonctions  de  variables     . 
imaginaires. 

Le  premier  cjui  se  soit  occupé  des  intégrales  doubles  des 
fonctions  de  variables  imaginaires  est  M.  Marie  (XLIV'^ Cahier 
du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique.  —  Sa  théorie  des 
fonctions  imaginaires,  Comptes  rendus,  i853).  En  1868, 
j'ai  fait  connaître  une  formule  analogue  à  celle  de  Cauchj  et 
qui  permet,  au  moyen  d'une  intégrale  multiple,  d'exprimer 
une  fonction  des  solutions  de  plusieurs  équations  simultanées  ; 
enfin,  MM.  Picard  et  Poincaré  ont  essayé,  ce  dernier  surtout 
(Acta  mathematica,  1887),  d'édifier  la  théorie  générale  des 
intégrales   multiples  des  fonctions  de  variables  imaginaires. 
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Nous  allons  analyser  son  Mémoire,  en  nous  bornant  au  cas 
de  deux  variables. 

Soi  t/(^,  jk)  wne  fonction  de  deux  variables  imaginaires  x^y^ 
soit 

imaginons  que  l'on  établisse  entre  ç,  r,,  ç',  'r{  deux  relations 
ou,  si  l'on  veut,  que  l'on  pose 

Formons  l'expression 

f{x,y)clxdy  =f{x,y){dl  -f-  c?rj  y/—  ^){d'c; -^  d-r^' s/—i) 

=^  /(  ^^  7 )  [(  ^?  ^^'  —  dn  dr{)  -f-  /^  (  d'c,  dr{  -h  o?-/)  û?^')]  ; 

nous  appellerons  intégrale  double  de/(^,j^)  dxdy  et  nous 
désignerons  parle  symbole 


S!' 


f{x,y)dxdy 
l'expression 

^,)     ]  JJ^^    '^'\_à(s,t)        d{s,t) 


d{s,  t)  d{s,  t)  j 


l'intégrale  double  en  question  est  donc  a  priori  susceptible 
d'une  infinité  de  valeurs  qui  dépendent  de  la  nature  des  rela- 
tions établies  entre  ^,  ç',  t,,  r/,  s,  t. 

Si  l'on  considère  le  point  défini  dans  l'hyperespace  (t.  TII, 
p.  182)  par  les  variables  ^,  r^,  ^',  yj',  établir  entre  ces  variables 
deux  relations,  c'est  les  obliger  à  décrire  une  variété  à  deux 
dimensions,  une  surface  :  l'intégrale  (i)  sera  prise  le  long  de 
cette  surface  qu'il  faudra,  pour  achever  de  définir  Tin  tégrale(i), 
limiter  à  un  certain  contour  que  l'on  se  donnera  au  moyen  de 
certaines  inégalités  entre  s  el  t]  voilà  donc  le  symbole 


/  j  f{^iy)dxdy 
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nettement  défini,  et  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  connaître 

ses  principales  propriétés. 


VIL  —  Sur  une  classe  particulière  d'intégrales  doubles. 

Désignons  par /^y  une  fonction  des  variables  ^<  ^x-i-,  .  .  .  ,Xn 
qui  jouira  des  propriétés  suivantes 

fij  =  — fjii  fii  —  O  '■> 

posons  dans  cette  fonction 

et  considérons  l'intégrale  double 


v-Z/E/.vt^-- 


prise  le  long  d'une  certaine  surface  limitée  par  un  contour 
fermé  G,  le  signe  ^devant  s'étendre  à  un  système  de  /z  valeurs 
données  aux  lettres  i  et  y.  On  pourra  encore  écrire 

cherchons  la  condition  pour  que  l'intégrale  V  ne  dépende  pas 
de  la  surface  le  long  de  laquelle  on  intègre  quand  le  contour  G 
reste  invariable;  à  cet  effet,  imaginons  que  les  x  deviennent 

fonctions  d'un  paramètre  a  et  exprimons  que  —  est  nul  ;  on  a 


-m 
-m 


dxk    doL     as     dt 

„     d^-Xi  dxj    j    , 
fij  -v-r  -é  dsdt 

dxi  d^-Xj 


Nous  désignerons  par  A,  B,  G  les  intégrales  qui  figurent  au 
second  membre,  en  sorte  que 

(i)  _^A  +  B  +  G; 
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on  a 


àfij  djPk  àXj   dXj  ^^  ^^ 
dxk    dcL     ds     dt  ' 


Intégrant  par  parties  et  observant  que,  sur  le  contour  limita- 
teur  de  la  surface,  les  x  ne  varient  pas, 

^-      Jj2à  y^'  ds  dt    dy.  -^2^dx,   ~^~dt    -à^Y'"^^^ 
on  trouve  de  même 

r  rs^\ r  à'^xi  dxj  ^^ dfij  dxi,  dxi  dxj-\ 

et,  par  suite,  la  formule  (i)  devient,  en  observant  que  les 
termes  en  fij  se  détruisent, 

àY  _  r  f^  j    jf  ^fij  \^^k  àxi  dxj       dxk  àxj  dxi       dxk  àxi  dxf\ 
à%  ~~J  J  ^  dx/c  [  dy.     ds     dt  ds     dt     dy         ^  ^  "^J  ' 

On  peut  encore  écrire  cette  formule  ainsi 

dy.      J  J   ^mà  Y^dxi^         dxi         dxj  \     d{a,s,t) 

et  alors,  pour  que  -p  soit  nul,  il  faut  que  le  coefficient  de 

d(x/^.,  Xi,  Xi)  I  .  .  -11, 

—Tj TT-  AC  soit,  sans  quoi  on  pourrait  prendre  ce  deter- 

minant  de  signe  contraire  à  son  coefficient  et  rendre  -r-  néga- 
tif. Ainsi,  pour  que  l'intégrale  V  soit  indépendante  de  la 
surface  d'intégration,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

dx/,.         dxi         dXj 


VIII.  —  Extension  du  théorème  de  Cauchy. 

Par  définition  l'intégrale  double   /  l  f{x^  y)   dxdy    est, 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV,  2 
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comme  nous  avons  vu  au  §  VI,  la  valeur  de  l'intégrale  ordinaire 


fi"--m,-'-ms 


ou,  en  remplaçant /(jr,  y)  par  X  -|-  Y^ —  i , 
Les  quantités //y  sont,  en  posant 

/ii-o,      ^2  =  0,      /i3  =  x-i-Y/^,      /j,=  x/=:T-y, 

/33  =  o,         /ai  =  0,  Ai  ^  0  ; 

et  il  est  facile  de  voir  que  les  relations  analogues  à  la  for- 
mule (2)  du  paragraphe  précédent  sont 

<)(Xv/-^  — Y)  _  r)(X-hYv/:^)  _ 
d{\  +  Y  y/^        d{X  /~7-  y)  _ 

lesquelles  sont  satisfaites  en  vertu  des  relations 


dX  _  .)Y 

()^    ~    rjY]  ' 

dX 

f)Y 
à', 

dX 

dY 

On  peut  donc  dire  que  : 

U intégrale  j  j  f(^x,y)dxdyest  indépendante  de  la  sur- 
face le  long  de  laquelle  on  la  prend,  le  contour  qui  limite 
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celle  surface  reslanl  le  même,  pourvu  que,  en  se  défor- 
mant, la  surf  ace  dHnlégralion  ne  renconlre  pas  de  poinl 
pour  leciuel  la  fonclion  f  cesserait  d'être  syneclique. 

Si  nous  conservons  le  nom  àe  points  critiques  aux  points 
de  riiyperespace  ç,  ç',  r,,  r' ,  pour  lesquels  la  fonction/ cesse 
d'être  synectique,  ces  points  formeront  une  surface  continue, 
au  moins  en  général,  car  l'équation 

f{^^  y)  =  '^        <'>u        Xi  4-  Yi  /—  1  =  o 

se  décompose  en  deux  X,  =  o,  Y,  =  o  entre  quatre  variables 

-     r      -'     -r' 

Nous  bornerons  à  ces  quelques  notions  la  tliéorie  des  inté- 
grales multiples,  dont  il  n'a  pas  encore  été  fait  beaucoup  d'ap- 
plications. 


20  CHAPITRE 


CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES. 


I.  —  De  l'irréductibilité. 

Une  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités,  a,  b,  c^  . . . 
est  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers  par  rapport  à  ces 
quantités;  mais  on  donne  parfois  au  mol  rationnel  un  sens 
plus  restreint  :  ainsi  l'on  dit  qu'un  polynôme  en  a^  b,  c,  ... 
est  rationnel  quand  ses  coefficients  numériques  sont  eux- 
mêmes  des  nombres  rationnels. 

Quand  on  veut  étendre  cette  acception  du  mot  rationnel, 
on  dit  quelquefois  que  l'on  adjoint  des  quantités  a,  [i, 
Y,  ...  ;  un  polynôme  qui  n'était  pas  rationnel  dans  le  sens 
que  nous  avons  donné  tout  à  l'heure  devient  rationnel,  s'il 
l'est  par  rapport  à  «,  ^,  c,  .  .  .  et  par  rapport  aux  quantités 
adjointes  a,  p,  y,  .  .  . .      _ 

Par  exemple,  x-  —  'i  sj'.ix-^  i  n'est  pas  un  polynôme  ra- 
tionnel, mais  il  devient  rationnel,  si  l'on  «^yo^V?^  le  radical  y/â. 

Les  quantités  adjointes  peuvent  être  en  nombre  infini;  on 
peut  adjoindre,  par  exemple,  toutes  les  irrationnelles  réelles  ; 
on  peut  adjoindre  tous  les  nombres,  mais  non  les  imaginaires  ; 
on  peut  adjoindre  tous  les  nombres,  même  les  nombres  ima- 
ginaires. On  peut  adjoindre  à  un  polynôme  tous  ses  coeffi- 
cients et  même  leurs  racines  carrées,  etc.  Un  polynôme  F(^) 
entier  en  x  est  dit  irréductible  quand  il  n'admet  pas  de 
diviseur  rationnel.  Une  équation  algébrique  F(^)  =  o  est 
irréductible  quand  son  premier  membre  est  un  polynôme 
irréductible. 
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L'irrédiiclibilité  d'un  polynôme  ou  d'une  équation  dépend 
donc  de  la  manière  dont  on  définit  les  polynômes  rationnels. 
Tel  polynôme  irréductible  devient  immédiatement  réductible 
par  V adjonction  de  certaines  quantités. 

Par  exemple,  le  polynôme  x-  —  2  est  irréductible;  mais  il 
acquiert  les  diviseurs  rationnels  x  —  y/2  et  x  -f-  ^2,  si  l'on 
adjoint  l'irrationnelle  y/2. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  nous  parlerons  d'un  polynôme 
ou  d'une  équation  irréductible,  il  sera  sous-entendu  que  la 
définition  des  quantités  rationnelles  a  été  donnée  avec  pré- 
cision. 

Nous  commencerons  par  démontrer,  ou  par  rappeler  une 
proposition  fondamentale  sur  les  équations  irréductibles. 

Théorème.  —  Si  une  équation  algébrique  f{x)  =  o,  dont 
le  premier  membre  est  un  polynôme  f{x)  rationnel,  admet 
une  racine  dhine  équation  irréductible  F(^)  =  o,  elle  les 
admet  toutes,  et  Von  a 

(I)  /(^)=[F(^)|7Q, 

q  désignant  un  nombre  entier  et  Q  un  polynôme  qui  ne 
s^ annule  pas  avec  F(^). 

En  effet,  si  /  =^  o  et  F  =  o  ont  une  racine  commune,  /et  F 
ont  un  diviseur  commun  D,  qui  sera  nécessairement  rationnel, 
puisqu'on  pourra  le  trouver  par  la  méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur  qui  n'introduit  pas  d'irrationnalités  autres 
que  celles  qui  existent  dans  /"  et  F  et  qui  sont  censées 
adjointes. 

Ce  diviseur  commun  ne  peut  être  que  F(^);  car,  si  F(^) 
avait  un  diviseur  autre  que  lui-même  et  rationnel,  il  ne  serait 

pas  irréductible;  de  deux  choses  l'une,  ou  ^r^ — ^  et F(^) n'ont 

^  '  '         F(a7)  ^    ^ 

pas  de  diviseur  commun,   ou  F(^)  est  encore  ce  diviseur 
commun,  et  ainsi  de  suite;  si  f(x)  admet  le  diviseur  [F(^)]^, 


22  CHAPITRE    II. 

et  si  ~-, — -7-  n'admet  plus  de  diviseur  commun  avec  f{x),  oi 
aura 


LF(^)J'/ 


=  Q, 


Q  désignant  un  polynôme  entier,  ce  qui   démontre  la  for- 
mule (i). 

Le  théorème  en  vertu  duquel,  si  une  équation  à  coefficients 
réels  admet  n  fois  a  -j-  jîi  y/ —  i  pour  racine,  elle  admet  aussi 
n  fois  la  racine  a  —  p  \/ —  i ,  est  un  corollaire  de  celui-ci  ;  dans 
ce  cas, 

F(:r)  =  (^  -  a  —  p  s/^^i){x  —  a  M-  p  s/^^i)  =  {x—a.y-  H-  (32. 


II.  —  Des  fonctions  algébriques. 

On  appelle /b/?c/«07i  algébrique  de  plusieurs  variables 
X\,  X.2,  •  .  . ,  x,i  une  fonction  y  de  ces  variables  dont  la  va- 
leur est  donnée  par  une  équation  irréductible 

c'est-à-dire  telle  que/  désigne  un  polynôme  entier  en  ^,, 
^o,  .  .  . ,  Xni  y  n'admettant  aucun  diviseur  rationnel  par  rap- 
port à  ces  variables.  Sont  donc  considérées  comme  adjointes 
toutes  les  quantités  indépendantes  de  ^,,  x-^^  •••?  oc,i  etj^ 
Nous  n'étudierons  guère  dans  ce  qui  va  suivre  que  les  fonc- 
tions algébriques  d'une  seule  variable;  elles  sont  définies, 
d'après  ce  que  l'on  vient  de  dire,  par  des  équations  irréduc- 
tibles de  la  forme 

c'est-à-dire  telles  que /(^,  y)  désigne  un  polynôme  qui  n'ad- 
met pas  de  diviseur  entier  en  x  et  y.  Si  f{x,  y)  admettait  un 
tel  diviseur,  il  pourrait  se  décomposer  en  facteurs  o(x,  y), 
^{x^  y),   .  .  .   irréductibles,  et  alors  chacune  des  équations 
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servirait  à  définir  une  fonction  algébrique  :  toutes  ces  fonc- 
tions algébriques  seraient  en  général  distinctes. 

C'est  ce  qui  ressortira  plus  clairement  de  l'étude  que  nous 
allons  faire  aux  paragraphes  suivants.  Bornons-nous  à  faire 
observer  que  les  équations  cp  =  o,  6  =  0  ne  peuvent  définir 
des  valeurs  dey  toujours  égales,  quel  que  soit.r,  que  si  cp  et 
^  sont  identiques  à  un  facteur  constant  près,  puisque  ces  deux 
équations  sont  irréductibles. 

Une  fonction  algébrique  ne  peut  satisfaire  à  la  fois  à 
deux  équations  irréductibles  différentes . 

Sans  quoi,  ces  équations  auraient  un  facteur  commun  né- 
cessairement rationnel,  puisqu'il  serait  donné  par  la  méthode 
du  plus  grand  commun  diviseur,  et  ne  seraient  p*as  irréduc- 
tibles. 

U ordre  d'une  fonction  algébrique  est  l'ordre  de  l'équation 
irréductible  qui  sert  à  la  définir:  cet  ordre  est  compté  ordi- 
nairement par  rapport  aux  deux  variables  x  ety,  mais  on  peut 
l'estimer  quelquefois  par  rapport  à  la  seule  variable  y. 

Une  fonction  algébrique,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  (t.  III^ 
p.  348),  est  continue,  monodrome  et  monogène  à  l'intérieur  de 
tout  contour  ne  contenant  pas  de  point  pour  lequel  l'équation 
irréductible  qui  la  définit  acquiert  une  racine  multiple  ou 
infinie. 

III.  ~  Théorème  fondamental  de  Gallois. 

Soient 

(I)  /(^)  =  o 

une  équation  algébrique,  Xq^  x^^  ...,  Xn_^  ses  racines; 
soit 

une  fonction  rationnelle  de  ces  racines  qui  prenne  n\  va- 
leurs distinctes  quand  on  permute  les  lettres  Xq,  Xi,  .  . .  ^ 
x,i_i  ;  si  les  racines  Xq,  Xf,  .  .  .,x,i^i  sont  inégales,  on  pourra 
exprimer  Xq,  Xi,  Xo,  ...  rationnellement  ou  moyen  de  V. 
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[La'  fonction  f{x)  n'est  pas   nécessairement  irréductible.] 
En  effet,  permutons  dans  V  les  racines  x^^x^,  .  •  • ,  ^//_i  de 
toutes  les  manières  possibles,  V  prendra  i  .2.  .  .  (/z  —  1)  =  jji 
valeurs  distinctes  Vo,  Vi ,  .  .  .,  Vjj,_i  et  l'équation 

(V-Vo)(V-VO...(V-V^_0=o, 

qui  aura  pour  racines  Vo,  Vj,  .  .  .  ,  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

(2)  F(V,  ^o)-o, 

F(V,  ^0)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  V  et  de  Xq\ 
car  les  coefficients  de  cette  équation  en  V  sont  fonctions 
symétriques  des  racines  x^^  X2,  •  •  .,  Xn-{  de  l'équation 


X  —  Xq 


eX  sont  rationnels  en  Xq.  Mais,  l'équation  (2)  ayant  pour  ra- 
cine Vo,  on  a 

F(Vo,  x,)  =  o. 

Donc  l'équation 

(3)  F(Vo,  ^)  =  o 

a  pour  racine  x^  ;  les  équations  (i)  et  (3)  ont  donc  une  racine 
commune.  Je  dis  qu'elles  n'en  ont  qu'une,  et,  en  effet,  si  elles 
en  avaient  une  autre,  x^  par  exemple,  on  aurait 

F(Vo,57i)  =  o, 

ce  qui  est  absurde,  car  on  a 

F(V,  :ro)=3(V-Vo)(V-V,)-.. 
et,  en  changeant  ^0  en  x^  eix^  en  Xq^ 

F(V,  :rO  =  (V-V'o)(V-Vi)..., 

V'o,  V, ,  .  .  .  désignant  ce  que  deviennent  Vo,  Vi ,  .  .  .  quand  on 
permute  Xq  et  x^.  Ces  valeurs  par  hypothèse  sont  différentes 
de  Vo,  V, ,  .  .  . ,  donc  on  ne  saurait  avoir  F(  Vo,  ^<  )  =  o  ;  les 
équations  (i),  (3)  n'ont  donc  que  la  seule  racine  commune  ^0, 
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que  l'on  pourra  trouver  par  les  méthodes  connues,  et  qui  sera 
fonction  rationnelle  de  Vo  •  on  aura  de  même  les  autres 
racines. 

Remarque.  —  Xq,  ^, ,  .  .  . ,  x^-i  étant  fonctions  rationnelles 
de  Vo,  Vi  sera  fonction  rationnelle  de  Vq  :  on  voit  donc  que 
toutes  les  racines  de  l'équation  F(V,  jCq)  s'expriment  ration- 
nellement au  moyen  de  l'une  d'elles. 

Corollaire  I.  —  -Etant  données  tant  de  fonctions  al- 
gébriques que  Von  voudra,  on  peut  les  considérer  comme 
fonctions  rationnelles  d'une  même  fonction  algébrique. 

Si  les  fonctions  algébriques  données  sont  distinctes,  on 
pourra  toujours  former  une  équation  (E)  réductible  ou  non, 
admettant  ces  fonctions  algébriques  pour  racines  et  n'ayant 
pas  de  racines  égales:  il  suffira  pour  cela  de  multiplier  entre 
elles  les  équations  irréductibles  auxquelles  satisfont  les  fonc- 
tions données.  L'équation  résultante  n'aura  pas  de  racines 
égales,  car  les  équations  irréductibles  données  n'ont  pas  non 
plus  de  racines  doubles;  sans  quoi  elles  admettraient  des 
diviseurs  rationnels  fournis  par  la  méthode  des  racines  égales  ; 
les  équations  irréductibles  en  question  n'ont  pas  non  plus 
de  racines  communes,  sans  quoi  elles  ne  seraient  pas  dis- 
tinctes, et  l'on  n'emploiera  une  équation  irréductible  qu'une 
fois,  quand  deux  des  fonctions  données  satisferont  à  cette 
équation. 

Alors,  en  vertu  du  théorème  que  nous  venons  d'établir, 
les  racines  de  l'équation  (E),  parmi  lesquelles  sont  nos  fonc- 
tions algébriques  données,  pourront  s'exprimer  en  fonction 
rationnelle  d'une  fonction  des  racines  de  (E)  convenablement 
choisie. 

IV.  —  Étude  et  classification  des  points  critiques. 

On  appelle  point  criticjue  dhine  fonction,  comme  l'on 
sait,  tous  ceux  où  cette  fonction  cesse  d'être  monodrome, 
monogène,  finie  ou  continue. 
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Les  fonctions  algébriques  possèdent  deux  espèces  de  points 
critiques  :  les  pôles  où  elles  deviennent  infinies  sans  cesser 
d'être  monodromes,  et  les  points  algébriques  ou  de  ramifi- 
cation, autour  desquels  elles  cessent  d'être  monodromes  ;  un 
point  critique  peut  être  à  la  fois  un  pôle  et  un  point  de  rami- 
fication. 

La  classification  des  points  critiques  des  fonctions  algé- 
briques a  été  faite  par  Puiseux  (t.  XV  du  Journal  de  Liou- 
ville,  \^'^  série)  à  peu  près  comme  il  suit  : 

Considérons  Féquation  irréductible  de  degré  m 

(i)  /'(^,  r)  =  o. 

Les  points  critiques  que  nous  étudierons  tout  d'abord  seront 
censés  tels  que  y  y  reste  fini;  ils  sont  alors  donnés,  comme 
nous  l'avons  fait  observer  (t.  HT,  p.  348),  par  les  équations 

/  =  o         et         -r-  =  o 
OU 

(2)  /2  =  0, 

en  dénotant  par /1,/2,/n,  ...  les  dérivées  ^,  ^,  ^,,  •.•• 

Cette  équation  (2)  ne  saurait  être  identique,  sans  quoi  (i)  aurait 

une  racine  double  quel  que  soit  x  et  admettrait  un  diviseur 

rationnel;  elle  ne  serait  donc  pas  irréductible,  comme  on  l'a 

supposé. 

Soit  donc  a,  b  une  solution  commune  aux  équations  (1) 

et  (2).  Posons 

37  —  a  -1-  I,        y  r=  Z>  +  Y)  ; 

l'équation  (i)  deviendra 

Si  l'on  développe  son  premier  membre  par  la  formule  de 
Taylor,  elle  prend  la  forme 

(3)  ^Aocp^a^P^o; 
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elle  ne  contiendra  pas  de  terme  indépendant  de  ^  et  Tj,  car 
ce  terme  est /(a,  b)=zo;  elle  ne  contiendra  pas  non  plus  de 
terme  en  Tj,  car  le  coefficient  de  ce  terme  est  /^{a^  b)=^o; 
mais  elle  contiendra  un  terme  au  moins  indépendant  de  rj  et 
un  terme  indépendant  de  Ç,  sans  quoi  elle  serait  divisible 
par  Tj  ou  par  ^  ;  f{jo,  y)  serait  divisible  par  y  —  b  on  x  —  a^ 
et  l'équation  (i)  ne  serait  pas  irréductible. 

Ceci  posé,  on  sait  que  Ton  peut,  soit  par  la  méthode  (t.  11^ 
p.  149)  algébrique  de  Minding,  soit  par  la  méthode  géomé- 
trique de  Newton,  trouver  les  racines  yi  infiniment  petites 
d'ordre  v  par  rapport  à  ^;  toutes  les  racines  'r\  infiniment  pe- 
tites par  rapport  à  ^  sont  d'ailleurs  d'un  ordre  fini  et  com- 
mensurable. 

Nous  supposerons  donc  que  l'équation  (3)  possède  /?< 
racines  d'ordre  v^,  n2  racines  d'ordre  V2,  ...,  n^^  racines 
d'ordre  v^,.  Considérons  en  général  le  groupe  des  Ji  racines 
d'ordre  v  :  l'équation  (3)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


o  désignant  un  polynôme  homogène  en  Tj  et  f',  et  s  dési- 
gnant un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur.  Si  l'on  con- 
sidère l'équation 


(4)  9(a,   0  =  0, 

elle  aura  7i  racines  a,,  ao,  .  .  . ,  a,j;  et  les  racines  d'ordre  v  de 
l'équation  (3)  auront  pour  valeurs  approchées  a^  t,'^,  (x^k^^,  •  -  -v 

car  ^  aura  pour  Ç  =  o  les  valeurs  y.i,  ol^^  .... 

Si  V  est  entier,  les  valeurs  approchées  de  v]  seront  mono- 
dromes  autour  du  point  o,  et  il  en  sera  de  même  des  valeurs 

exactes  ;  en  effet,  les  valeurs  exactes  de  ~  diffèrent  infiniment 

peu  des  valeurs  approchées  a  ;  on  peut  donc  poser  ^  ==  a  +  w,. 
to  désignant  un  infiniment  petit,  et  alors  on  aura 
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Les  diverses  valeurs  exactes  différeront  donc  des  valeurs 
approchées  d'infiniment  moins  que  celles-ci  ne  diffèrent 
entre  elles,  et,  par  suite,  ne  sauraient  se  permuter  les  unes 
dans  les  autres.  Ce  raisonnement  toutefois  tomberait  en  défaut 
si  l'équation  (4)  avait  des  racines  égales.  Nous  reviendrons 
sur  ce  cas  tout  à  l'heure. 

Si  V  est  fractionnaire  de  la  forme -?  q  el  p  étant  premiers 

entre  eux,  les  valeurs  approchées  a^  ç%  ao^^,  ...  ne  seront 
pas  monodromes  autour  de  l'origine;   en  effet,  si  l'on  pose 

l=zre^\f^^   et  si  l'on  fait  varier  9  de  27t,  ^^  =  r^e^^^"*  sera 

multiplié  par  e  'i  ^  et  ne  reprendra  sa  valeur  primitive  que 
quand  le  point  l,  aura  tourné  q  fois  autour  de  l'origine  (ou  le 
points  q  fois  autour  du  point  a).  Mais,  les  diverses  valeurs 
approchées  de  r^  étant  racines  de  cp(r|,  ?^)  =  o,  il  faut  que  ces 
valeurs  se  permutent  les  unes  dans  les  autres  ;  il  en  sera  de 
même  des  valeurs  exactes  de  t]  ,  car  elles  ne  diffèrent  des  valeurs 
approchées  que  de  quantités  infiniment  moindres  que  celles 
dont  elles  diffèrent  entre  elles. 

Les  racines  d'ordre  v  se  partageront  donc  en  groupes  de 
racines  se  permutant  les  unes  dans  les  autres,  ou  restant 
monodromes  si  v  est  entier.  Cette  conclusion  ne  tombera  en 
défaut  que  si  l'équation  (4)  a  des  racines  égales. 

Supposons  donc  que  l'équation  (4)  ait  des  racines  égales; 
changeons  encore  de  variables  et  posons 

l'équation  (i)  pourra  s'écrire 

£<  étant  un  infiniment  petit;  soit  a!  une  racine  multiple  de 

'f(Yi',  i)  =  o; 
posons 
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l'équation  précédente  prendra  la  forme 

AJ)(3  désignant  un  coefficient  constant.  On  discutera  cette 
équation  comme  l'équation  proposée. 

En  résumé,  on  voit  qu'autour  d'un  point  où  f(x,  y)=  o 
acquiert  des  racines  égales,  les  diverses  valeurs  de  y  qui 
deviennent  égales  se  partagent  en  groupes  de  racines  se  per- 
mutant les  unes  dans  les  autres  quand  le  point  x  tourne 
autour  du  point  critique,  un  groupe  pouvant  d'ailleurs  ne 
contenir  qu'une  seule  racine,  qui,  par  suite,  est  monodrome. 

La  discussion  précédente  ne  s'applique  pas  au  point  situé 

à  l'infini  ;  mais,  si  ce  point  est  critique,  on  posera  x  =^  —  dans 

l'équation  f{oo,  y)=  o,  et  l'on  étudiera  facilement  les  varia- 
tions de  y  provenant  des  variations  de  x  dans  le  voisinage  du 
point  à  l'infini  en  faisant  varier  le  point  .r'  autour  de  l'origine. 
Il  reste  à  examiner  ce  qui  se  passe  autour  d'un  pôle  de  la 
foncliony,  c'est-à-dire  autour  d'un  point  qui  rend  cette  fonc- 
tion infinie;  on  le  fera  en  changeant  j^  en  —,,  dans  l'équation 

f(^x,y)=  o;  les  variations  de  j^' feront  alors  connaître  celles 
dey. 

V.  —  Des  lacets. 

Soila{/ig'.  i)un  point  critique  d'une  fonction  quelconque  ; 
autour  du  point  a  comme  centre  décrivons  un  cercle  BGD  de 

Fis.  I. 


rayon  infiniment  petit,  imaginons  que  l'on  enlève  une  portion 
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infiniment  petite  DB  de  la  circonférence  et  que  l'on  fasse 
partir  de  B  et  D  deux  lignes  infiniment  rapprochées  l'une  de 
l'autre,  AB  et  DE  ne  se  coupant  pas,  la  figure  ainsi  formée 
porte  le  nom  de  lacet  relatif  au  point  critique  a.  Le  lacet 
ainsi  formé  est  censé  parcouru  dans  un  certain  sens  :  ce  sens 
est  direct  si  le  point  décrivant  a  l'intérieur  du  lacet  à  sa 
gauche;  le  sens  est  rétrograde  dans  le  cas  contraire.  D'ail- 
leurs l'aire  infiniment  petite  du  lacet  ne  doit  contenir  aucun 
autre  point  critique  que  le  point  «,  le  contour  même  étant 
à  ce  point  de  vue  censé  faire  partie  intégrante  de  l'aire.  Sup- 
posons le  lacet  parcouru  dans  le  sens  direct  par  un  mobile  qui 
partira  alors  du  point  A;  ce  point  A  est  V origine  ou  Ventrée 
du  lacet,  le  point  E  placé  vis-à-vis  en  est  V extrémité  ou  la 
sortie,  AB  et  DE  sont  les  bords  du  lacet.  Le  bord  que  l'on 
parcourt  en  ayant  l'aire  du  lacet  à  gauche  ou  quand  on  che- 
mine dans  le  sens  direct  est  le  bord  droit,  l'autre  est  le  bord 
gauche;  on  dit  aussi  la  droite  et  la  gauche  du  lacet.  La  por- 
tion BCD  est  la  circonférence  du  lacet. 

VI.  —  Variation  d'une  fonction  algébrique  le  long  d'un  contour 
quelconque. 

Considérons  maintenant  un  chemin  quelconque  G  allant 
de  Xq  en  x^  ;  donnons-nous  en  Xq  la  valeur  initiale  de  la  fonc- 
tion algébrique  y^  et  proposons-nous  de  calculer  la  valeur 
queprendra  j/en.r,,  si  l'on  fait  suivre  à  la  variable  ^  le  chemin 
donné  G. 

Observons  à  cet  effet  que  l'on  peut  remplacer  le  chemin  G 
par  un  autre  G' provenant  de  la  déformation  continue  du  pre- 
mier, pourvu  que,  entre  deux  chemins  successifs  conduisant 
de  la  forme  G  à  la  forme  G',  il  n'existe  aucun  point  critique 
algébrique  de  la  fonction  jk;  ou,  si  l'on  veut,  pourvu  que, 
dans  sa  déformation,  le  chemin  ne  rencontre  aucun  point 
critique  algébrique,  car  entre  ces  deux  chemins  successifs  la 
fonction  restera  monodrome. 

Imaginons  qu'en  chaque  point  critique  on  plante  un  piquet 
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rond  et  que,  attachant  un  fil  en  Xq^  on  lui  fasse  suivre  le  con- 
tour donné  G  et  traverser  un  anneau  planté  en  ^,  ;  cela  fait, 
tirons  le  fil  en  x^  de  manière  à  le  tendre;  en  se  déformant, 
ce  fîl  figurera  divers  chemins  conduisant  à  la  même  valeur 
de  j^  en  Ci  que  le  contour  primitif;  car  jamais  le  fîl  ne  pourra 
franchir  un  point  critique,  grâce  à  l'action  des  piquets  fichés 
en  ces  points;  considérons  alors  le  fil  complètement  tendu; 
il  affecte  la  forme  d'un  polygone  ayant  ses  sommets  en  Xq, 
en  x^  et  aux  points  critiques  :  seulement  quelques  cotés 
pourront  être  formés  de  la  juxtaposition  de  plusieurs  brins; 
de  même  les  piquets  plantés  aux  points  critiques  pourront 
être  partiellement  embrassés  ou  complètement  entourés  une 
ou  plusieurs  fois  par  le  fil. 

Imaginons  alors  que,  laissant  le  fil  libre  de  glisser  dans 
l'anneau  x^^  on  vienne  pincer  chaque  côté  du  polygone  et 
tirer  le  fil  de  manière  à  l'amener  en  Xq  ;  enfin,  entre  le  fil  et 
chaque  piquet  embrassé  par  le  fil,  introduisons  un  piquet  et 
tirons  avec  ce  nouveau  piquet  de  manière  à  amener  le  fil  en  Xq  : 
la  nouvelle  figure  affectée  alors  par  le  fil  constituera  encore 
un  chemin  équivalent  à  G,  mais  ce  chemin  est  évidemment 
composé  de  lacets  suivis  du  chemin  rectiligne  XoXf  ;  donc  : 

Théorème.  —  Quand  il  s'agit  de  savoir  quelle  valeur 
prend  une  fonction  algébrique  y  en  un  point  x^  quand  la 
variable  suit  un  chemin  ^o  -^i,  l(^  valeur  dey  au  point  de 
départ  étant  y  ^^  on  peut  remplacer  ce  chemin  par  un  autre 
f orme  d' une  série  de  lacets  ayant  leur  origine  enxo  et  du 
chemin  rectiligne  Xq  x^  . 

Il  ne  reste  plus  qu'à  étudier  l'effet  d'un  lacet.  Supposons 
qu'à  l'entrée  du  lacet  la  valeur  de  la  fonction  y  soit  j'o  5 
lorsque  la  variable  x,  suivant  le  bord  droit,  sera  arrivée  sur  le 
petit  cerclejr,  elle  y  acquerra  la  valeur  j^'„  ;  quand  la  variable  x 
aura  décrit  le  petit  cercle  et  sera  venue  sur  le  bord  gauche 
du  lacet,  ou  bien  y  reprendra  la  valeur  j^y  et  le  point  critique 
sera  de  nul  effet  sur  la  valeur  considérée  de  y^  ou  bien  y 
acquerra  la  valeur  y^  différente   de  y^  et  le  long  du  bord 
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gauche  du  lacet  jr  prendra  des  valeurs  différentes  de  celles 
qu'il  avait  sur  le  bord  droit,  car  le  long  des  bords  du  lacet  il 
n'existe  pas  de  point  pour  lesquels  la  différence  de  deux 
valeurs  de  y  soit  infiniment  petite;  jK  reviendra  donc  en  Xq 
avec  une  valeur  différente  de  sa  valeur  initiale. 

Dans  le  premier  cas,  on  dit  que  le  lacet  est  inactif;  dans 
le  second,  il  est  actif. 

Théorème.  —  Si  Von  part  du  point  .Tq  avec  la  valeur 
initiale  y  ^  de  y,  il  existera  toujours  un  contour  fermé  tel 
qu'en  revenant  en  Xq  après  l'avoir  parcouru,  y  prenne 
une  quelconque  y  i  des  valeurs  j^^i ,  JK21  •  •  •  ?  y  m  racines  de 
l'équation  f[xQ^  y)  =  o, 

désignant  l'équation  irréductible  qui  définit  y. 

En  effet,  supposons  que  y  ne  puisse  prendre  en  Xq  que  les 
valeurs  y\,y-2j  •  •  •  ?  ytj  i  étant  <C  m,  lesquelles  se  permute- 
ront alors  exclusivement  les  unes  dans  les  autres.  Formons 
les  fonctions  symétriques 

^1  =71  +  ^2  +  - •■+r/, 

A2  =  JKi JK2  +  JKirs  +  •  •  •  +  yi-\yh         •  •  • ,         a,-  =  y^y^_  . . .  yi  ; 

l'équation 

(2)  jK'-AijK'-i  +  ...±A,-  =  o 

définira  une  fonction  algébrique  de  x  de  degré  i  <<  m,  car  Ai , 
A2,  .  .  .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ^;  en  effet,  elles 
sont  monodromes,  monogènes,  et  n'admettent  qu'un  nombre 
limité  d'infinis,  qui  sont  ceux  de  jKo  JK2?  •  •  •  ?  JK/-  Mais  ceci 
est  absurde  :  en  effet,  l'équation  irréductible  (1)  admettrait 
pour  diviseur  le  premier  membre  de  (2)  qui  est  rationnel  el 
peut  se  mettre  sous  la  forme  entière. 
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VII.  —  Développement  d'une  fonction  algébrique 
dans  le  voisinage  d'un  point  critique. 

Soit  X  =  a^  y  ^=-h  un  point  critique  pour  la  fonction  y 
algébrique  définie  par  l'équation  irréductible 

les  diverses  valeurs  de  j^  autour  de  ce  point  sont  les  unes  mono- 
dromes,  les  autres  susceptibles  de  se  permuter  entre  elles  au- 
tour du  point  a.  Les  premières  sont  développables  par  la  for- 
mule de  Taylor,  nous  n'avons  rien  à  en  dire;  les  autres  se 
partagent  en  groupes,  et,  dans  chaque  groupe,  toutes  les  ra- 
cines de  ce  groupe  se  permutent  circulairemenl  les  unes  dans 
les  autres  quand  le  point  x  tourne  autour  de  a.  Soient  j^4, 
y-n  '  '  '1  yi  i^s  valeurs  de  j^  qui  se  permutent  ainsi  les  unes 
dans  les  autres  et  qui  forment  un  groupe  ;  posons  x  —  <7=  t\ 
y^  par  exemple,  pourra  être  considéré  comme  fonction  de  t\ 
or,  quand  le  points  a  effectué  t  révolutions  autour  du  pointa, 

i^x  —  a)'  ou  tdL  repris  sa  valeur  initiale,  ainsi  que  j^i  ;  doncj^< 
est  fonction  monodrome  de  t  et,  par  suite,  il  est  développable 
suivant  les  puissances  de  t.  On  peut  donc  poser 

ou 

L  1 

j^j  n=  A -H  B(a7  —  a)i-^  G(^  —  a)'-h 

Ainsi,  en  général,  dans  le  voisinage  d'un  point  cri- 
tique a,  qui  n'est  pas  un  infini,  la  fonction  algébrique  est 
développable  suivant  les  puissances  entières  d'une  racine 
de  X  —  a. 

Le  développement  peut  d'ailleurs  servir  à  représenter 
tout  un  groupe  de  racines. 

Si  le  point  a  est  un  infini,  sans  être  un  point  critique  algé- 
brique, le  développement  de  y  pourra  se  faire  suivant  les 
puissances  positives  et  négatives  entières  de  x  —  a\  si  le 
L.  —  Traité  d'Analyse^  IV.  3 


34  CHAPITRE    II. 

point  a  est  à  la  fois  un  pôle  et  un  point  de  ramification,  le 
développement  aura  lieu  suivant  les  puissances  positives  et 
négatives  d'une  racine  de  ^  —  a. 

Disons  enfin  que,  de  la  théorie  des  asymptotes,  il  résulte 
que,  en  général,  il  existe,  pour  x  =^  oo,  des  développements  de 
la  fonction  y  sous  la  forme 

C,  Co,  C,,  ...  désignant  des  constantes,  si  le  point  à  l'infini 
n'est  pas  critique;  s'il  est  critique,  on  aura  les  développe- 
ments correspondants  en  changeant  ^  en  —  et  j/  en  -  dans 
l'équation  qui  sert  à  définir  la  fonction  y. 

VIII.  —  Des  cycles. 

Soit 

A  V'^  -f-  B  ^?  +  G  ^T  -+- . , . 

une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  positives 
et  croissantes  de  t,  dans  laquelle  A  et  m  sont  différents  de 
zéro,  et  où  A,  B,  G,  ...  sont  indépendants  de  t\  supposons 
cette  série  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  fini  ou  infini 
décrit  de  l'origine  comme  centre,  la  courbe  ou  la  portion  de 
courbe  représentée  par  l'équation 

(i)  y  —  h  —  k{x  --  a)«-^  B(;r  —  a)«-f-.  . ., 


<2,  b  désignant  des  constantes  quelconques  et  ix  un  entier  po- 
sitif, est  ce  que  l'on  appelle  un  cycle.  Ce  cycle  peut  aussi 
être  représenté  par  les  deux  équations 

(9,)  x  —  a^t",        jK  — 6  =  A^'«+ B<fi+ C^T-f.  .., 

et  nous  supposerons  que  les  nombres  m^  fi?  Y?  •  •  •?  '^  n'ont 
pas  de  diviseur  commun. 

En  vertu  de  la  théorie  que  nous  avons  exposée  aux  para- 
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graphes  précédents,  t  pourra  se  développer  en  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  de  (jk  —  b)'"'  et,  par  suite,  x  —  a  aussi, 
en  sorte  que  le  cycle  pourra  de  même  être  représenté  par  une 
équation  de  la  forme 

^"  p 

X  —  a  —  A'(jK—  6)'"-t-  B'(jK  —  6)'"H-. . ., 

A',  B',  .  .  .  désignant  des  constantes,  m,n^p^  ,  .  .  des  entiers. 
Soumettons  le  cycle  (i)àune  transformation  de  coordonnées 
tout  à  fait  générale,  transportons  Torigine  en  un  point  quel- 
conque «',  b'  et  appelons  x' ^  y'  les  nouvelles  coordonnées; 
les  formules  de  transformation  seront 


x' —  a' ^^  \  (x - 

-  a)-\-  [JL  {y  —  6), 

y-b'=\\x- 

-  a)  -^  [X  {y  —  b), 

\^  a,  )v',  yJ  désignant  des  constantes.  Ces  formules  donnent 

x' —  a'  =  X  ^«  -^  [j.  A  t"^  -+-..., 
y  —h'  =  l' t'^  -\-  \i!  A  t"^  -\- 

Si  les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées  sont 
tout  à  fait  générales,  x^ —  a!  et  y' —  b'  sont  développables  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  t  et  les 
premiers  termes  de  ces  séries  seront  du  même  ordre  par  rap- 
port à  t. 

Il  faut  conclure  de  là  que,  si  les  axes  de  coordonnées  sont 
quelconques,  les  nombres  m  et  n  sont  égaux  et  l'on  a 

x  —  a  =  t",         y  ~-b  =  Xt"  -^Bt'^^^-^ 

Effectuons  encore  une  transformation  de  coordonnées  ;  on  aura 

x'  —  a'  =  {\  -4-  ;jL  A ) t'^ -•-..., 
y  —  6'  =  (  X'  -r-  |J.'  A  )t"'  -1- .  . . , 

<3t,  si  l'on  détermine  la  transformation  de  manière  que 

X'-h  [x'A  =  o, 
le  premier  terme  du  développement  dejK  sera  d'ordre  supé- 
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rieur  au  premier  terme  du  développement  de  x.  L'ordre  du 
premier  terme  du  développement  de  x  ne  peut  pas  s'élever 
en  même  temps,  car  il  faudrait  qu'on  pût  l'abaisser  par  une 
transformation  inverse,  ce  cjui  est  impossible;  c'est  d'ailleurs 
ce  que  l'on  vérifie  directement  en  mettant  à  la  place  de  \^  [j., 
V,  pi'  leurs  valeurs  en  fonction  des  angles  dont  les  axes  ont 
tourné.  Quoi  qu'il  en  soit,  par  un  choix  convenable  d'axes, 
les  équations  du  cycle  pourront  être  présentées  sous  la  forme 

y  —  b  =  A  t'^^'^  -4-  B  f'  ^-v^-i  -h , . . , 

A,  B,  .  .  .,  M,  N,  .  .  .  désignant  des  constantes,  ou  sous  la 
forme 


(3)  y  —  b  =  G{x  —  a)    "    -'r-\\{x  —  a)      "       -t-... 
ou  encore 

(4)  ip_a  =  ^",        _/  — /^  3:=  A^"+^-^  B^'i+v+i_t_.  _^ 

G,  H,  .  .  . ,  A,  ...   désignant  toujours  des  constantes. 

Lorsqu'un  cycle  est  représenté  par  une  équation  de  la 
forme  (3)  ou  (4)  (si  les  fractions  qui  servent  d'exposants 
à  X  —  a  ne  peuvent  avoir  de  plus  petit  dénominateur  com- 
mun que  Al),  le  nombre  n  est  ce  que  l'on  appelle  Vordre  du 
cycle,  le  nombre  v  est  sa  classe,  le  point  a,  b  est  Vorigine 
du  cycle. 

Lorsque  n^i,  l'origine  est  un  point  singulier  par  lequel 
passent  n  branches   de  courbes  réelles  ou  imaginaires^  ces 

branches  ont  toutes  avec  l'axe  des  x  un  contact  d'ordre  - 

n 

en  général  fractionnaire,  elles  ont  entre  elles  un  contact  de 

même  ordre  au  moins;  exceptionnellement,  le  contact  pourra 

être  d'ordre  plus  élevé. 

Théorème.  —  Si  l'on  coupe  un  cycle  par  une  droite 
infiniment  voisine  de  l'origine,  et  non  parallèle  à  la 
tangente^  elle  le  rencontre  en  un  nombre  de  points  infini- 
ment voisins  de  l'origine,  égal  à  son  ordre.  Si  la  droite 
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en  question  était  parallèle  à  la  tangente,  le  nombre  de 
points  d'intersection  infiniment  voisins  de  l'origine  serait 
égal  à  V ordre  augmenté  de  la  classe. 

Gela  résulte  de  la  considération  de  l'équation  (3);  si  les 
axes  sont  quelconques,  v  =  o  et  la  droite  y  =i  h  -\-  z  coupe  la 
courbe  en  n  points  infiniment  voisins  de  «,  b\  si  l'axe  des  x 
est  tangent  au  cycle,  v  >>  o,  et  la  parallèle  j^  =  ^  +  £  à  la  tan- 
gente coupe  en  n  -f-  v  points  infiniment  voisins  de  a,  b. 

c.   Q.   F.  D. 


IX.  —  Cycles  des  courbes  algébriques. 

D'après  la  théorie  des  points  critiques  de  M.  Puiseux,  on 
sait  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  critique,  les  diverses 
valeurs  de  la  fonction  y,  définie  par  l'équation  irréductible 

se  distribuent  en  groupes  de  valeurs  se  permutant  les  unes 
dans  les  autres.  Les  valeurs  d'un  même  groupe  sont  données 
par  une  équation  de  la  forme 

a  P 

(2)  y  ~b  =  k{x  —  af+Y^{.v —  a)"-\- .  . ., 

a,  b  désignant  les  coordonnées  du  point  critique.  Cette  équa- 
tion représente  un  cycle  qui  fait  partie  de  la  courbe  (i);  nous 
dirons  que  ce  cycle  est  un  cycle  de  la  fonction  j/-  ou  de  la 
courbe  /"=  o. 

Soit  (p(^,  jk)  une  fonction  rationnelle  de  ^  et  j^,  le  cycle  (2) 
peut  être  représenté  par  les  équations 

X  —  a  =  V\         y~b  =  kt'^-^-..., 

si  les  axes  de  coordonnées  sont  quelconques,  et  alors  on  a, 
dans  le  voisinage  du  point  a,  b, 

cp(a?,  ^)  =  cp(a-f-  v\  b  ^  At"--{- . . .); 

o  pourra  se  développer  suivant  les  puissances  de  ^et,  par  suite, 


38  CHAPITRE    II. 

sera  d'un  ordre  infinitésimal  entier  par  rapport  à  t  :  c'est  ce 
que  nous  appellerons  V ordre  de  cp  (qui  peut  être  positif,  nul 
ou  négatif)  par  rapport  au  cycle  considéré  ;  si  la  fonction  cp 
contenait  les  dérivées  dey,  son  ordre  se  définirait  encore  de 
la  même  façon  :  ce  serait  son  ordre  infinitésimal  par  rapport 

à  ^  ou  à  (^  —  aY' 

On  peut  donner  de  l'ordre  de  cp  une  autre  définition  :  soient, 
pour  le  cj de  considéré,  y^ ,  y^^  .  .  . ,  y  a  les  valeurs  de  y  cor- 
respondant à  une  même  valeur  de  x^  la  fonction 

*  =  cp(a:',  jKi)cp(^,  72)  •  •  •  ?(^,  r/i) 

est  monodrome  autour  du  point  a^  le  point  a  est  pour  elle 
un  zéro  dont  l'ordre   de  multiplicité   (ordre  par  rapport  à 

X  —  a)  est  égal  à  l'ordre  de  cp,  par  rapport  à  ^  ou  à  (^  —  dy  ; 
ainsi,  pour  avoir  l'ordre  de  cp,  il  suffit  d'évaluer  le  degré  de 
multiplicité  du  zéro  de  la  fonction  symétrique  ^  (^).  L'ordre 
de  cp  pourra  donc  être  représenté  par  l'intégrale 

(3)  -i=  Ç^^^^ 

prise  autour  du  point  a. 

Théoriîme.  —  La  somme  des  ordres  d'une  fonction  ra- 
tionnelle o(x,  y)  relatifs  à  tous  les  cycles  de  la  courbe 
algébrique  f{x^  j-)  =  o  est  nulle. 

En  effet,  cela  revient  à  dire  que  le  nombre  des  zéros,  moins 
le  nombre  des  infinis  de  la  fonction  rationnelle 

où  jkm  y2,  '  '  '  1  ym  sont  les  valeurs  de  y  pour  une  même 
valeur  de  x.  est  nul. 

Théorème.  —  Une  transformation  de  coordonnées  n'al- 
tère pas  V ordre  d'une  fonction  par  rapport  à  un  cycle. 

(')  En  considérant  un  infini  comme  un  zéro  d'ordre  négatif. 
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En  effet,  considérons  le  cycle 

x  —  a  =  t'\        jK  — è  =  A^«+^  +  ... 

et  la  fonction 

cp(^  — a,  y  —  b). 

Effectuons  la  transformation  de  coordonnées 

a?'— a'=  l(x  —  a)-i-   \j.{y — b), 
y'—b'=^V{x-~a)-\-[x'{y—^)\ 

les  équations  du  cycle  deviendront 

x'—  a' ^  X  t'i  +  [JL A t^^^'^ -^ . . . , 
y  ~  b'  ^  V  t'^  -f-  [j.'  A  tn+'^  -}-...; 

si  donc  on  pose 

x'  —  a'=  t'^, 

les  nouvelles  équations  du  cycle  seront 

x'—o!=t'n,        y_è'=  Gï'«  +  ..., 
et  l'on  aura 

t'  est  donc  de  même  ordre  que  t;  or  l'ordre  de  la  fonc- 
tion o  par  rapport  aux  anciens  axes  est  l'ordre  infinitésimal 
de  cp(^",  A^^+^-f-.  .  .)  par  rapport  à  t  et,  par  suite,  par  rap- 
port à  t'  :  c'est  donc  l'ordre  de  z>  dans  le  nouveau  système 
d'axes  qui  est  quelconque;  donc  enfin  une  transformation 
de  coordonnées  n'altère  pas  l'ordre  d'une  fonction  par  rap- 
port à  un  cycle. 

X.  —  Intersection  d'un  cycle  et  d'une  courbe. 
Coupons  le  cycle 

(1)  X=t'',  y  =z  \Vi+'' -\- .  .  . , 

rapporté  à  son  origine  et  à  sa  tangente,  par  la  courbe 

(2)  çp(a:,  j)=o, 
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que  nous  supposerons  passer  très  près  de  l'origine  des  coor- 
données qui  est  l'origine  du  cycle.  Si  nous  tirons  x  et  y 
de  (i)  pour  les  porter  dans  (2),  nous  aurons 

le  nombre  de  solutions  t  infiniment  petites  de  cette  équation 
sera  le  nombre  de  points  d'intersection  de  la  courbe  (2)  avec 
le  cycle,  infiniment  voisins  de  l'origine;  or  le  nombre  de  ces 
solutions  infiniment  petites  est  précisément  l'ordre  de  la  fonc- 
tion (p  dépourvue  de  son  terme  constant.  On  peut  donc  dire 
que  V ordre  d' une  fonction  ^  par  rapport  à  un  cycle  G  est 
le  nombre  de  points  confondus  à  Vorigine  de  ce  cycle, 
dans  lesquels  la  courbe  cp  =  o  coupe  le  cycle. 

XI.  —  Somme  des  ordres  de  contact  de  deux  cycles. 

Soient  j^  ç^\.y  les  ordonnées  de  deux  cycles  de  même  ori- 
gine, nous  aurons  besoin  de  savoir  évaluer  la  somme  des 
ordres  de  contact  des  diverses  branches  de  ces  cycles^  la 
méthode  consistera  tout  simplement  à  évaluer  l'ordre  par 
rapport  à  ^  de  la  différence  jk — y  pour  toutes  les  branches 
des  deux  cycles  et  à  faire  la  somme  des  ordres  ainsi  obtenus: 
cela  ne  présente  aucune  difficulté  quand  on  connaît  les  déve- 
loppements dejK  et  dey'. 

Théorème  I.  —  La  somme  des  ordres  de  contact  des 
branches  de  deux  cycles  est  toujours  un  nombre  entier. 

En  effet,  soient 

y  =  Xx^-^...,        y=A'^°"_4- 

les  équations  des  deux  cycles  que  j'appellerai  G  et  G'. 

Gherchons  d'abord  la  somme  des  ordres  de  contact  de  toutes 
les  branches  du  cycle  G  avec  l'une  des  branches  du  cycle  G^; 
appelons  y^^  y^^  •  •  •  les  diverses  valeurs  de  l'ordonnée  y 
pour  une  même  \Ûq\xy  àe  x  ely\.,y\^  .  .  .  les  diverses  valeurs, 
correspondant  à  la  même  valeur  de  x,  de  l'ordonnée  j^' ;  ce 
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qu'il  faut  d'abord  évaluer,  c'est  la  somme  des  ordres  des 
différences  y^ — y\,  y-2  —  y\^  y^^^fx^  --  c'est  l'ordre 
de  leur  produit  [y^ — y\){y2'  - y\){y^ — y\)  •••;  mais  le 
produit  [y^ — y){yi — y){y-^~~ y)  •••  ^st  une  fonction 
monodrome  et  monogène  de  x  et  de  y  autour  de  l'origine 
du  cycle;  on  peut  la  représenter  par  'h(^x,y),  en  sorte  que 
ce  qu'il  s'agit  d'évaluer,  c'est  l'ordre  infinitésimal  de  ^{x^  y\) 
quand  on  remplace  jk^  par  son  développement.  La  somme  des 
ordres  que  nous  cherchons  est  l'ordre  àe  ^ {x ^  y\)  ^ {x , y[^  ...  ; 
cette  fonction  est  monodrome  autour  de  l'origine  des  cycles  : 
or  l'ordre  d'une  fonction  monodrome  de  x  est  nécessairement 
entier  par  rapport  à  .r  ;  donc,  etc.  c.    q.   f.   d. 

Théorème  II.  —  Quand  deux  courbes  passent  en  un 
point  M,  elles  se  coupent  en  un  certain  nombre^  de  points 
confondus  ;  si  l'on  désigne  par  p  le  nombre  de  branches 
de  la  première  courbe  passant  en  M,  par  q  le  nombre  de 
branches  de  la  seconde  courbe  passant  en  M  et  par  s  la 
somme  des  ordres  de  contact  de  toutes  les  branches  de  la, 
première  courbe  avec  celle  de  la  seconde^  on  aura 

N  =/>^  -4-  s. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  pris  le  point  M  pour  ori- 
gine des  coordonnées  ;  soient  alors 

les  équations  des  deux  courbes;  résolvons  ces  équations,  et 
soient  y^^  y 2-,  ...  les  racines  de  la  première,  y\^  y^^  .  .  . 
celles  de  la  seconde  :  la  résultante  des  deux  équations  sera 
UÇyi — V)r=o;  l'ordre  de  produit  UÇyi  —  y'j)  pour  de 
petites  valeurs  de  x  sera  le  nombre  des  intersections  des 
deux  courbes  confondues  à  l'origine;  cet  ordre  sera  aussi 
l'ordre  du  produit  des  binômes  yi — y'j  qui  contiennent  seu- 
lement les  ordonnées  des  cycles  relatifs  à  l'origine  ;  or  ce 
produit  est  précisément  ^pq  -+-  5,  somme  des  ordres  de  con- 
tact des  cycles  des  deux  courbes,  qui  sont  relatifs  à  l'origine, 
diminuée  de  pq  :  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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XII.  —  Classification  des  points  singuliers. 

D'après  ce  que  Ton  vient  de  voir,  on  peut  partager  les 
points  singuliers  en  deux  catégories,  les  points  singuliers  à 
tangentes  séparées  et  les  points  singuliers  présentant  des 
tangentes  confondues. 

Les  points  singuliers  d'ordre  k  à  tangentes  séparées 
peuvent  être  considérés  comme  résultant  de  la  réunion 

de  - — -^ points  de  la  courbe. 

Les  points  singuliers  d'ordre  p  à  tangentes  confondues 
peuvent  être  considérés  comme  résultant  de  la  réunion  de 

■_ points  de  la  courbe,  plus  d^autant  de  points  qu  il 

y  a  d'unités  dans  la  somme  s  des  ordres  des  contacts  des 
diverses  branches,  somme  cjui  est  un  nombre  entier.  On 
dira  qu'en  un  tel  point  la  courbe  se  coupe  elle-même 


[-    -^— -.Jfois. 


En  effet,  il  est  naturel,  par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu  pour 
l'intersection  de  deux  courbes  distinctes,  de  dire  que  le 
nombre  des  points  d'intersection  d'une  courbe  avec  elle- 
même  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  est  l'ordre  du 
produit  des  différences  ji — yj  des  ordonnées  de  deux 
branches  dans  le  voisinage  du  point  singulier,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l'ordre  du  produit  de  toutes  les  différences 
n(yf — yj)  des  racines  de  l'équation  qui  représente  la  courbe  ; 
or  l'ordre  de  ce  produit  est  aussi  la  somme  s  des  ordres  des 
contacts  des  diverses  branches  qui  se  croisent  au  point  sin- 
gulier augmenté  du  nombre  de  combinaisons  — — de  ces 

branches  prises  deux  à  deux,  c'est-à-dire       \~-  +  s. 

Il  est  à  remarquer  qu'il  arrivera  souvent  que  ce  nombre 
sera  fractionnaire,  mais  son  double  sera  entier. 
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Remarque.  —  On  voit,  et  ceci  est  important  pour  ce  qui 
suivra,  que  l'ordre  du  premier  membre  de  V équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines  y  de  V équation  d^une 
courbe  en  un  point  singulier  est  le  double  du  nombre  de 
points  dHntersection  de  la  courbe  avec  elle-même  en  ce 
point,  le  nombre  dHntersections  étant  fictivement  estimé 
comme  il  vient  d'être  dit. 
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CHAPITRE  m. 

SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  FIGURES  PLANES. 


I.  —  Diverses  méthodes  de  transformation. 

Soient  X  ei y  les  coordonnées  d'un  point,  si  l'on  pose  deux 
relations  telles  que 

(i)  x  =  ^{x\y),      y  =  ^{x\y), 

ou  même,  plus  généralement, 

^{x^y,  x\y)  =  o,         W{x,  y,x',y)  =  o, 

aux  points  x^  y  correspondront  un  ou  plusieurs  points  x\y\ 
et  si  le  point  (^,  y^  décrit  une  figure,  le  point  correspondant 
(x! ^y)  en  décrira  une  autre.  On  dit  que  ces  deux  figures  sont 
transformées  l'une  de  l'autre. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  ^'',  y  soient  des  coor- 
données tangentielles  :  alors  à  un  point  de  l'une  des  figures 
correspondra  une  droite  dans  l'autre,  et  les  deux  figures 
seront  encore  des  transformées  l'une  de  l'autre. 

Nous  commencerons  par  étudier  les  méthodes  de  transfor- 
mation les  plus  simples,  qui  sont  aussi  les  plus  anciennes;  ce 
sont  évidemment  celles  dans  lesquelles  les  équations  (i)  sont 
du  premier  degré,  que  x\  y'  représentent  des  coordonnées 
ordinaires  ou  des  coordonnées  tangentielles.  Ce  sont  l'homo- 
graphie et  la  corrélation,  dont  on  doit  l'idée  première  à 
Ghasles  et  à  Poncelet. 

Notre  but,  en  écrivant  cet  Ouvrage,  est  surtout  de  faire 
connaître  les  propriétés  analytiques  des  fonctions,  ainsi  que 
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nous  l'avons  dit  dans  notre  Préface;  ce  n'est  que  d'une  façon 
accessoire  que  nous  y  présentons  des  applications  et  des 
développements  géométriques.  Il  ne  faudra  donc  pas  consi- 
dérer les  théories  que  nous  allons  exposer  comme  un  Traité 
des  propriétés  projectiles  des  figures  :  c'est  à  peine  si  l'on 
peut  envisager  les  quelques  pages  qui  vont  suivre  comme 
une  introduction  à  l'étude  de  ces  propriétés.  Nous  nous 
bornerons  à  faire  connaître  les  parties  qui  sont  nécessaires 
à  l'étude  des  fonctions  algébriques.  JNous  renverrons  le  lec- 
teur curieux  d'approfondir  l'étude  des  transformations  des 
figures  à  la  Géométrie  supérieure  de  Cliasles,  à  son  Traité 
des  Sections  coniques,  à  son  Aperçu  historique,  à  ses 
Mémoires,  au  Traité  des  Propriétés  projectiles  de  Pon- 
celet,  aux  Ouvrages  de  Plûcker,  de  Cremona,  de  de  Jon- 
quières,  etc.  Un  résumé,  même  succinct,  des  travaux  de  ces 
géomètres  doublerait  l'étendue  de  l'Ouvrage  que  nous  écri- 
vons. 

II.  —  Définition  des  figures  homographiques. 

Soient  X,  y  les  coordonnées  d'un  point  appartenant  à  une 
première  figure,  x' ,  y'  les  coordonnées  d'un  point  apparte- 
nant à  une  seconde  figure  :  si  l'on  a 

a  ce' -\- b  y' -^  c  a' x' -h  b' y' -h  c' 

a  X  -f-  b  y  H-c  a  x  -^  b  y  -^  c 

a,  b,  c,  a',  b'^  c',  a",  6",  c"  désignant  des  constantes,  on  dira 
que  les  deux  figures  sont  homographiques,  ou  transformées 
l'une  de  l'autre  homographiquement.  Pour  justifier  cette 
définition,  il  faut  montrer  que  x'  et  y'  sont  des  fonctions 
de  X  et  y  rationnelles  dont  les  numérateurs  et  les  dénomi- 
nateurs sont  du  premier  degré;  à  cet  effet,  rendons  les  équa- 
tions (i)  homogènes  et  écrivons-les  ainsi 


ax' -\- by' -\~  cz'        a' x' -^  b' y' -{- c' z'        a  x' -r- b" y 
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En  désignant  alors  par  -  la  valeur  commune  de  ces  rapports^ 

on  a 

a  x'  -k-  b  y  -\-  c  z'  ^:^  tx, 

a'  x' -\-  h' y  -\-  c'  z'  =  ty, 
a"x' -+-  b" y  -\-  c" z'  ^=  t  z\ 

on  en  conclut  pour  x\  y' ^  z'  des  valeurs  fonctions  linéaires 

de  tXy  ty^  tz  et  homogènes  :  -,?  ~  ou  x'  et  j-'  seront  donc  de 

...  .     ,.       ,  X        y 

la  lorine  indiquée  en  -  et  -^  ou  en  ^  et  jk- 

Théorème  I.  —  -5"/;  x,  y,  z  désignant  les  coordonnées 
trilinéaires  d'un  point  M;  x' ,  y' ^  z'  celles  d'un  autre 
point  M.\  et  si,  a,  b,  c,  ...  désignant  des  constantes,  on 
pose 

^ ^ r ^  ^ 

ax' -i-  by  -\-  cz'        a' x' -\-  b' y  -]-  c' z'        a" x' -h  b"y  -h  c" z' 

les  points  M  et  W  appartiendront  à  deux  figures  homo- 
graphiques. 

En  effet,  entre  les  coordonnées  rectilignes  ordinaires  de  M 
et  de  M'  il  existera  deux  relations  permettant  d'exprimer  les 
coordonnées  de  M  en  fonction  des  coordonnées  de  M',  sous 
la  forme  de  fractions  ayant  même  dénominateur  du  premier 
degré  et  des  numérateurs  du  premier  degré  aussi. 

Je  rappelle  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
«1,  «2)  <^3i  <^4  en  ligne  droite  est  le  rapport 

et  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  concou- 
rantes, oat,  o«25  oa,i,  oa.r,  est  le  rapport 

s\n a^oai   ^  sinavoai 
qui  d'ailleurs  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
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points  <2|,  «27  <^3,  (^^\  d'intei^seclioii  des  droites  en  question 
avec  une  transversale  quelconque. 

Si  Von  désigne  par  P  e^  Q  deux  fonctions  linéaires 
distinctes  des  coordonnées  courantes  {rectilignes  ordi- 
naires, homogènes  ou  trilinéaires)^  les  droites  concou- 
rantes représentées  par  les  équations 

(i)    P  — XiQ=o,       P  —  XaQrrzo,       P-X3Q=o,       P  — X4Q  =  o 

auront  pour  rapport  anharmonique 

X2-X,  .  X,  -  X, 
X2  —  X3  '  Xi  —  X3 

En  effet,  prenons  les  droites  P  =  o,  Q  =  o  pour  axes  des 
coordonnées,  les  équations  (i)  prendront  la  forme 

y  —  k\iX,         y  —  k\^x^        y  =  kX-^x,         y  =  kXr^x, 

k  désignant  un  rapport  indépendant  de  ^  et  jr  et  de  l,?  ^2? 
).3,  Xvj.  Coupons  les  droites  que  représentent  ces  équations 
par  la  droite  x  =  const.  :=  a,  les  ordonnées  des  points  d'in- 
tersection kXta,  /i-)vo«,  k'ksa,  kXr^a  seront  quatre  segments 
dont  les  extrémités  seront  quatre  points  en  ligne  droite,  ayant 
pour  rapport  anharmonique  le  rapport  cherché;  ce  rapport 
est 


ka\^  —  kaXx 

kaAi^  — -  ka\\ 

kal.2  —  kal^ 

kal;,  —  kaXs 

c'est-à-dire 

X2  — Xi 

.■h~h 

X2-X3 

■\-h' 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

Lorsque  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  est 
égal  à  — I,  ces  points  forment  une  division  harmonique  ; 
lorsque  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  est  égal 
à  —  I ,  ces  droites  forment  un  faisceau  harmonique  ;  d'après 
cela,  les  droites  représentées  par  les  équations 

Pzz.0,        Q  =  o,        P-f-Qz=o,        P  — Q=o 

forment  un  faisceau  harmonique. 


•(TbR  A>y 
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Car  elles  donnent  lieu  à  des  segments  o,  go,  Aa,  —  ka  qui, 
écrits  dans  l'ordre  —  ka,  oc,  ka^  o,  donnent  pour  rapport 
anharmonique  —  i . 

III.  —  Propriétés  fondamentales  des  figures  homographiques. 

Théorème  1.  —  Deux  figures  homographiques  sont  deux 
figures  de  même  degré. 

Cela  résulte  de  ce  que,  si  l'on  considère  l'équation  homo- 
gène d'une  ligne,  pour  obtenir  la  figure  homographique,  il 
faut  remplacer  les  coordonnées  courantes  par  des  fonctions 
linéaires  de  ces  mêmes  coordonnées. 

Corollaire.  —  Donc  la  figure  homo graphique  d'une 
droite  est  une  droite. 

Cette  conclusion,  toutefois,  ne  sera  entièrement  exacte 
que  si  l'on  considère  les  points  à  l'infini,  z  =  o,  comme  for- 
mant une  ligne  droite,  la  droite  de  V infini.  A  cette  droite 
de  l'infini  pourra  correspondre,  ou  la  droite  de  l'infini  dans 
la  figure  homographique,  ou  une  droite  située  à  distance 
finie  d'x'  -j-  ¥y  -+-  c"^'=  o. 

Théorème  II.  —  A  quatre  points  en  ligne  droite,  ou  à 
quatre  droites  concourantes,  correspondent  dans  la  figure 
homo  graphique  quatre  points  en  ligne  droite  ou  quatre 
droites  concourantes  ayant  le  même  rapport  anharmo- 
nicjue. 

Il  suffit  évidemment  de  prouver  que  deux  faisceaux  de 
quatre  droites  homographiques  ont  même  rapport  anharmo- 
nique, car  une  division  formée  par  quatre  points  sur  une 
droite  a  même  rapport  anharmonique  qu'un  faisceau  de 
quatre  droites  passant  par  ces  points. 

Or  tout  faisceau  de  quatre  droites  peut  être  représenté  par 
des  équations  de  la  forme 

(i)P  — ÂiQ  =  o,       P  — X2Q=o,      P  — X3Q  =  o,       P  — XiQ=o, 
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P  et  Q  désignant  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
courantes  x^  y.  La  figure  homographique  sera  représentée 
par  les  équations 

(2)   P'  — XiQ':...o,      P'  — XsQ'^o,      P'  — XgQ'^o,      P'  — X4Q'==o, 

où  P',  Q'  désignent  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
courantes  x^  ^l y  \  or  le  faisceau  (i)  et  le  faisceau  (2),  d'après 
ce  que  l'on  a  vu  au  paragraphe  précédent,  ont  même  rapport 

anharmonique  r^^ ^  \  ^*     -.-\  donc,  etc.  c.  q.  r.  n. 

A2  —  A3      A4  —  A3 

Pour  effectuer  la  transformation  homographique  donnée 
par  les  formules  du  paragraphe  précédent, 


rt.r'H-  by' -     c.z'        a' x' -7-  b' y' -v-  c  z         a" x' -r-  b" y  -\-  c" z' 

sur  une  figure  donnée  par  son  équation,  on  peut  rendre  cette 
équation  homogène,  la  présenter  sous  la  forme 

'/(r,  y,  z)^o, 

où /désigne  une  fonction  homogène,  et  faire  la  substitution 
linéaire 

/  X  —-  ax'  -^  by'  --  cz' , 

(})  )  y  =  a'x'  —b'y'    -  c' z, 

'  z  =  a"  x'  -7-  b" y  --  c"  z' . 

La  théorie  de  l'homographie  est,  à  ce  point  de  vue,  l'inter- 
prétation géométrique  de  la  théorie  des  substitutions  linéaires. 
Quand  on  suppose  les  formules  (3)  résolues  par  rapport 
à  x\  y\  z' ,  on  peut  les  mettre  sous  la  forme 

(  z'  =  a!'  X  -'  P"  r  -+-  7"^. 

Considérons  une  courbe  représentée  par  l'équation  homo- 
gène 

('))  f{x,y,  5)  =  o: 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  4 


X-^.-Y^/-.Z<'/ 
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sa  transformée  aura  pour  équation 

f{ax'--  by' ~-  cz\  a' x' -- 
l'expression 

dx        ^  dy    '    "  dz 

est  un  covariant  et  même  un  covariant  absolu.  Il  en  est  de 
même  de  ses  puissances  symboliques;  de  là  découlent  les 
conditions  suivantes  : 

Théorème  III.  —  La  iaiigenle  à  une  courbe  C  a  pour 
transformée  hoino graphique  la  tangente  à  la  transformée 
de  la  courbe  C. 

Et  ce  théorème  ne  souffrira  pas  d'exception,  si  l'on  convient 
de  considérer  les  asymptotes  des  courbes  comme  des  tangentes 
à  l'infini. 

TnÉoRiiME  IV.  —  Les  polaires  des  différents  ordres  d^  une 
courbe  C  ont  pour  transformées  homo graphiques  les  po- 
laires de  même  ordre  de  la  transformée  de  G. 

Théorème  V.  —  La  hessienne  d'une  courbe  C  a  pour 
transformée  homographique  la  hessienne  de  la  trans- 
formée de  Q. 

Car  le  hessien  d'une  fonction  est  un  covariant. 

Théorème  VI.  —  Quand  une  courbe  (Z présente  un  point 
singulier  M,  sa  transformée  homo  graphique  a  aussi  pour 
point  singulier  le  point  W  qui  correspond  à  M;  les  deux 
points  M  et  W  ont  des  singularités  analogues. 

En  effet,  si  la  courbe  C  présente  en  M,  dont  les  coordon- 
nées sontx,  j',  z^  un  point  multiple  d'ordre/;,  les  émanants 

dx    '        dy    '        dz  J 

sont  identiquement  nuls  pour  /==:  i,  2,  ■  -  - ,  p  —  1  ;  les  éma- 
nants 

Ox  ây  oz 


\      dx            dy 
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correspondants  seront  donc  aussi  identiquement  nuls;  la 
transformée  G'  de  G  aura  donc  en  M'  un  point  multiple 
d'ordre/?.  Les  tangentes  en  M  et  M'  aux  nœuds  auront  res- 
pectivement pour  équations 

(6) 
(7) 

si  donc  le  nœud  M  présente  deux  tangentes  confondues,  le 
premier  membre  de  (6)  contiendra  un  facteur  carré,  il  devra 
en  être  de  même  de  (7)  et,  par  suite,  le  nœud  M'  présentera 
aussi  deux  tangentes  confondues,  etc. 

Théorème  VII.  —  U ordre  du  contact  de  deux  courbes 
n'est  pas  altéré  par  une  transformation  ho mo graphique. 

En  effet,  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  n,  quand 
leurs  dérivées,  jusqu'à  l'ordre  n,  sont  proportionnelles,  c'est- 
à-dire  quand  leurs  émanants  jusqu'au  /i"''"®  inclusivement  sont 
proportionnels  quels  que  soient  X,  Y,  Z,  et  alors  leurs  trans- 
formées ont  aussi  leurs  émanants  proportionnels  j  usqu'au  /i'^'""' 
inclusivement,  et  par  suite  ont  un  contact  d'ordre  n. 

c.    Q.    F.    r>. 

IV.  —  Sur  une  méthode  particulière  pour  effectuer 
les  transformations  homographiques. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  rap- 
porté à  un  triangle  de  référence  T,  dont  le  côté  3  =  0  peut 
être,  si  l'on  veut,  la  droite  de  l'infini;  soient  x' ,  y,  z'  les 
coordonnées  trilinéaires  d'un  autre  point  rapporté  à  un  autre 
triangle  de  référence  T'. 

Si  le  point  x,  y,  z  décrit  une  certaine  figure  F,  le 
point  x\  y\  z'  ayant  des  coordonnées  proportionnelles  à 
X,  y,  z  décrira  une  figure  F'  ïionio  graphique  de  F  et,  réci- 
proquement, deux  figures  étant  homographiques,  on  peut 
toujours  supposer  les  figures  rapportées  à  des  triangles  de 
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référence^  tels  que  les  coordonnées  d'an  point  de  Vune 
soient  proportionnelles  aux  coordonnées  du  point  corres- 
pondant de  Vautre. 

En  effet,  rapportons  les  deux  triangles  T  et  ï^  à  un  même 
système  d'axes  rectangulaires,  Oç,  Or,;  on  aura 


X  —  a\  --  br^   -L-  c, 

a?'==a^' 

-pv 

y  —  a'ç,  --  b'r^  -    c', 

y=-  ^';' 

-"  ^'r; 

^  =  «";--^"^i  -    c", 

z=^'^ 

-r-^- 

a,  ^,  .  .  .,  a,  [^,  .  .  .  désignant  des  constantes  déterminées.  Si 
l'on  pose  alors 

x'  _  y  _  z' 

X         y         z 

on  aura  entre  les  coordonnées  ^,  r,  et  $',  y/  des  points  corres- 
pondants les  relations 

«ç  -T-  èr,  -f-  c  ~  rt'ç  -r-  6'r,  -.    f'  a"ç  -i-  6"rj  -i-  c"  ^  '^' 

si  le  déterminant  S  zt  a^'v"  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  le 
triangle  T'  est  un  véritable  triangle  à  surface  finie  ^',  r/  et 
l'unité  seront  des  fonctions  du  premier  degré  de  ^  et  r,  mul- 
tipliées par  p  et,  par  suite,  \'  et  r/  seront  de  la  forme 

A,  B,  ...  désignant  des  constantes,  et  vice  veisa. 
Réciproquement,  si  l'on  pose 

37'=  a^'H-  [Br/-^  Y,         y^  a'^'-i-  (3't/-1- y', 
ces  formules  (2)  donneront 

,_    M'^  +  N^ri  +  P^ 
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M,  N,  .  .  .  désignant  des  constantes,  d'où  Ton  déduira 

?-  =  -•>!'=-  f^ , 

x,y^  z  étant  des  fonctions  linéaires  de  \  et  r,  et,  par  suite, 
des  coordonnées  trilinéaires  relatives  à  un  nouveau  triangle 
de  référence. 

Cette  proposition  est  importante  :  elle  rend  évidents  les 
ihéorèmes  énoncés  au  paragraphe  précédent,  elle  permet  en 
outre  d'établir  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  La  figure  Jioino graphique  d^ un  cycle 
est  un  cycle  de  même  ordre  et  de  même  classe. 

Théorî^me  II.  —  Deux  cycles  homo graphiques  sont  tels 
que  deux  branches  ont  entre  elles  le  même  ordre  de  con- 
tact que  leurs  correspondantes . 

En  effet,  étant  donnée  l'équation  de  l'un  des  cycles,  cette 
équation  sera  aussi  l'équation  du  cvcle  homographique  :  les 
coordonnées  seront  seulement  rapportées  à  un  autre  triangle 
de  référence^  l'ordre  et  la  classe  d'un  cycle  ne  dépendant  que 
de  la  forme  de  l'équation  de  ce  cycle,  le  premier  théorème 
est  démontré.  L'ordre  du  contact  de  deux  courbes  ne  dépend 
que  de  l'ordre  infinitésimal  de  la  différence  de  deux  coor- 
données de  môme  nom,  les  autres  coordonnées  étant  les 
mêmes;  par  suite,  l'ordre  du  contact  de  deux  branches 
de  courbes  ne  saurait  être  altéré  par  une  transformation 
homographique,  cet  ordre  fût-il  fractionnaire  ou  incom- 
mensurable. Cette  démonstration  ne  fait  pas  double  emploi 
avec  celle  du  théorème  VII  du  paragraphe  précédent,  qui 
supposait  essentiellement  l'ordre  du  contact  entier. 


V.  —  Utilité  de  l'homographie. 

Le  but  de  l'homographie  est  de  généraliser  les  propriétés 
des  figures.  Etant  donnée  une  propriété  d'une  figure,  en  la 
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transformanl  liomograpliiquement,  on  en  déduit  une  propriété 
de  la  figure  transformée. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  une  propriété  d'une  figure 
est  exprimée  analytiquement  par  une  relation  entre  les  coor- 
données des  divers  points  de  cette  figure;  cette  relation, 
transformée  à  l'aide  des  formules  de  l'homograpliie,  fournit 
alors  une  autre  relation  qui  est  ordinairement  une  propriété 
plus  générale  d'une  autre  figure  :  je  dis  «  plus  générale  » 
puisque  la  nouvelle  relation  contient  tous  les  paramètres  ar- 
bitraires qui  entrent  dans  les  formules  de  transformation. 
Si  la  transformation  que  l'on  a  fait  subir  à  la  figure  est  telle 
que  les  paramètres  de  la  transformation  soient  tout  à  fait 
arbitraires,  une  nouvelle  transformation  liomograpliiquc 
appliquée  à  la  transformée  ne  fournira  pas  de  résultat  nou- 
veau. 

Il  peut  arriver  qu'une  propriété  d'une  figure  soit  exprimée 
par  une  équation  qui  ne  contient  que  des  covariants  ;  la  figure 
transformée  jouit  alors  exactement  de  la  même  propriété  que 
la  figure  primitive,  et  cette  propriété,  que  l'on  ne  saurait 
généraliser  par  l'homographie,  est  alors  ce  que  Ton  appelle 
une  ^TO^YÏélé projectile .  Les  propriétés  projectives  sont  donc 
les  plus  importantes,  puisque  les  autres  en  sont  pour  ainsi 
dire  des  cas  particuliers. 

Pour  ne  faire  qu'une  application  de  l'homographie,  consi- 
dérons deux  droites  parallèles  A,  A';  coupons-les  par  une 
série  de  droites  parallèles  entre  elles,  B,  B',  B'',  .  .  .,  nous  for- 
merons une  série  de  parallélogrammes  dont  les  centres  seront 
sur  une  droite  parallèle  à  A,  A^  Si  nous  transformons  la  figure 
ainsi  formée,  les  droites  A,  A'  qui  concouraient  sur  la  droite 
de  l'infini  auront  pour  transformées  deux  droites  concou- 
rantes ao  et  a' o,  les  droites  B,  B',  B'',  .  .  .  deviendront  des 
droites  issues  d'un  point  fixe  co,  les  parallélogrammes  consi- 
dérés tout  à  l'heure  deviendront  des  quadrilatères  quel- 
conques; mais  les  points  de  concours  de  leurs  diagonales  se- 
ront encore  en  ligne  droite  et  cette  droite  d  passera  en  o;  la 
droite  D  équidistante  de  A  et  A'  formait  avec  ces  droites  et 
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Ja  droite  de  l'infiiii  un  faisceau  harmonique  ;  donc  les  droites 
Od,  0«,  Oa',  Oto  forment  aussi  un  faisceau  harmonique 
(p.  48,  théorème  II).  C'est  le  théorème  connu  sur  la  polaire 
de  deux  droites,  théorème  qui  ne  peut  plus  être  généralisé 
par  l'homographie  et  qui  est  projectif. 

Les  propriétés  non  projcctives  sont  appelées  propriétés 
métriques. 

Les  formules  de  la  transformation  homographique 

X  Y  z 


ax'  -r-by  -T-  cz'        a! X  -A- h' y' -^  c! z         a  x  -x- b" y' -v  c" z 

renferment  huit  paramètres  a  \  h  \  c  \  ...  !  d\  que  l'on  peut 
déterminer  en  se  donnant  arbitrairement  quatre  valeurs  des 
rapports  x  \  y  \  z  et  les  quatre  valeurs  des  rapports  corres- 
pondants x'  \  y'  '.  z'.  Ainsi  : 

Quand  on  veut  transformer  une  figure  homographi- 
quement^  on  peut  choisir  quatre  points  et  leur  faire  cor- 
respondre homo graphiquement  quatre  autres  points  à 
volonté. 

Quatre  points  et  leurs  correspondants  détermineront  une 
transformation  et  une  seule;  il  faudra  pourtant  que  certains 
déterminants  ne  soient  pas  nuls  :  par  exemple,  à  des  points 
en  ligne  droite  on  ne  pourra  pas  faire  correspondre  des  points 
quelconques;  à  quatre  droites  quelconques  on  pourra  aussi 
faire  correspondre  quatre  droites  données,  et  parmi  ces  droites 
pourra  se  trouver  la  droite  de  l'infini.  Faire  correspondre 
quatre  droites  à  quatre  droites,  cela  revient  à  faire  corres- 
pondre quatre  points  de  rencontre  de  ces  droites  aux  points 
de  rencontre  des  quatre  correspondants,  pourvu  que  l'on 
ne  prenne  pas  parmi  ces  points  trois  d'entre  eux  en  ligne 
droite. 

On  fait  souvent  correspondre  aux  deux  ombilics  du  pian 
deux  points  réels  ou  imaginaires  situés  à  distance  finie.  Les 
transformations  que  l'on  obtient  ainsi  permettent  de  déduire 
les  propriétés  projectives  d'une  conique  de  celles  du  cercle. 
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qui  peut  se  définir  une  conique  passant  par  les  ombilics  du 
plan. 

Deux  coniques  quelconques  étant  données,  on  peut  toujours 
les  regarder  comme  transformées  homographiques  de  deux 
cercles;  on  les  transforme  en  effet  en  deux  cercles  en  faisant 
correspondre  deux  de  leurs  points  d'intersection  aux  deux 
ombilics  du  plan. 

En  général,  au  mo}en  de  riiomograpliie,  on  déduira  les 
propriétés  des  coniques  passant  par  deux  points  fixes  des 
propriétés  des  cercles.  Par  exemple,  de  ce  que  : 

Si  d'un  point  fixe  O  on  même  des  tangentes  aux  cercles  qui 
passent  par  les  deux  mêmes  points,  en  ligne  droite  avec  le 
point  O,  le  lieu  des  points  de  contact  sera  un  cercle. 

On  en  conclut  que  : 

Si  d'un  point  fixe  situé  sur  la  corde  commune  à  toutes  les 
coniques  qui  passent  par  quatre  points  fixes  on  mène  des  tan- 
gentes à  ces  coniques,  le  lieu  des  points  de  contact  sera  une 
conique  ayant  une  corde  commune  avec  les  coniques  consi- 
dérées. 

Il  estbond'observerque  deux  droites  rectangulaires  forment 
un  faisceau  harmonique  avec  les  droites  isotropes  passant  par 
leur  point  de  concours;  elles  correspondront  donc  homogra- 
phiquement  à  des  droites  formant  un  faisceau  harmonique 
avec  des  droites  passant  par  deux  points  fixes  correspondant 
aux  ombilics  du  plan. 


VI.  —  Usage  de  l'homographie  pour  l'étude  des  points 
situés  à  l'infini. 


Si  nous  considérons  une  équation  entre  les  coordonnées 
homogènes  d'un  ou  de  plusieurs  points,  cette  équation  expri- 
mera une  propriété  de  la  figure  formée  par  ces  points;  si 
maintenant,  dans  la  même  équation,  on  suppose  que  les 
lettres  x^  y^  z^  .  .  . ,  au  lieu  de  représenter  des  coordonnées 
homogènes,  représentent  des  coordonnées  trilinéaires,  l'équa- 
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lion  exprimera  une  propriété  d'une  figure  homographique. 

En  effet,  appelons  ^,  '/]  les  coordonnées  ordinaires  du  point 
dont  ^,  JK,  ^  sont  les  coordonnées  trilinéaires,  ^,JK,  ^  seront 
des  fonctions  linéaires  de  ^,  '/]  ;  de  sorte  que,  si  l'on  employait 
des  coordonnées  ordinaires,  pour  passer  de  la  première  figure 
à  la  seconde,  il  faudrait  faire  une  substitution  linéaire  :  la 
seconde  figure  et  la  première  sont  donc  homographiques. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  la  droite  de  l'infini  est 
remplacée  par  l'un  des  côtés  ^  =  o  du  triangle  de  référence, 
et  les  points  situés  à  l'infini  sont,  en  quelque  sorte,  rendus 
tangibles,  projetés,  comme  l'on  dit,  sur  la  droite  ^  =  o;  ces 
considérations  viennent  encore  justifier  la  locution  dont  nous 
nous  sommes  servis,  de  droite  de  L'infini. 

VIL  -    Figures  homologiques. 

Etant  données  deux  figures  homographiques  dans  un  même 
plan,  il  y  a  en  général  trois  points  qui  sont  à  eux-mêmes  leurs 
correspondants.  En  effet,  si,  dans  les  formules  générales. 


ax  -^-  by  -  -  cz        a' x  -r-  b' y  -^  c  z        a"  x  -,-  b" y  -i-  c" z 

on  suppose  x'  =^  x,  on  2l,  pour  déterminer  les  points  qui  sont 
leurs  propres  correspondants, 

X  y  z  ^ 


ax  -r-  by    -  cz        a' x  -.-  b' y  -i-  c  z        a" x  -r  b" y  —  c" z  ' 

si  l'on  égale  cette  suite  de  rapports  à  -,  on  a 

l   {a-~s)x    i-  by.~  cz  =- o, 
(i)  '    o!  X   •- {b' — ii')y       c'z—-o^ 

\  a" X  -,-  b" y   -~  ( c"    -  s)z  —  o. 

L'élimination  de  ^,  j,  z  donne  une  équation  en  s  du  troi- 
sième degré,  d'où  l'on  conclut  qu'il  existe  trois  systèmes  de 
valeurs  de  x,y,  z;  donc,  en  général,  il  existera  trois  points 
qui  seront  à  eux-mêmes  leurs  propres  correspondants;  il  est 
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clair  que,  dans  certains  cas  particuliers,  il  pourra  y  en  avoir 
une  infinité. 

Ces  trois  points  ne  seront  pas  en  général  en  ligne  droite; 
mais  supposons-les  en  ligne  droite,  la  droite  qui  les  contient 
se  correspondra  à  elle-même.  Soient  a,,  «o,  «3  ces  trois 
points;  si,  sur  la  droite,  on  prend  un  quatrième  point  ^74,  il 
se  correspondra  à  lui-même,  puisque,  en  appelant  d^  son 
correspondant,  le  rapport  anharmonique  des  points  «i,  a-j-,  a-i, 
«4  sera  le  même  que  celui  des  points  a^^  «2,  «3,  d^.  Ainsi, 
dans  le  cas  où  trois  points  doubles  sont  en  ligne  droite,  il  j 
aune  infinité  de  points  doubles;  mais,  appelant  S  le  déter- 
minant des  équations  (i),  ses  mineurs  sont  nuls  et  -r-  est  nul  ; 

l'équation  S  =  o  a  une  racine  double  ;  si  l'équation  S  =  o  n'a 
pas  de  racine  triple,  on  voit  que,  indépendamment  de  la  ligne 
des  points  doubles,  il  existera  un  point  double,  en  général 
situé  en  dehors  de  cette  ligne. 

Plaçons-nous  dans  rii}'pothèse  où  les  points  doubles  forment 
un  triangle;  prenons  ce  triangle  pour  triangle  de  référence, 
les  formules  de  transformation  devront  être  satisfaites  pour 
^  riz  o,  j'  =  o,  ^'  =  o,  jk'  =  o  :  cela  exige  que  c  --  c'  =  o  ;  on 
verrait  de  même  que  a'^=o,  c/'=o,  6  =  0,  b"=o.  Ces  for- 
mules de  transformation  se  réduiront  donc  à 

,    ,  x'  y'  z' 

(2)  -      =  ;—  =  --1 

ax        0  y        c  z 

ce  qui  montre  que  la  théorie  des  coordonnées  trilinéaires  doit 
donner  les  mêmes  résultats  que  l'homographie,  lorsque  les 
coordonnées  d'un  point  sont  non  pas  les  distances  de  ce  point 
au  triangle  de  référence,  mais  des  quantités  multiples  de  ces 
distances,  le  rapport  restant  indéterminé. 

Mais,  si  l'on  transporte  la  figure  x,  y^  z  d'une  façon 
quelconque  dans  son  plan,  il  faudra  remplacer  x^  y,  z  par 
des  fonctions  linéaires  de  ces  variables  dépendant  de  trois 
paramètres  arbitraires;  si  alors  on  forme  les  équations  (i) 
pour  les  nouvelles  valeurs  de  a,  b,  c,  on  pourra  écrire  que 
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les  mineurs  de  s  sont  nuls,  et  l'on  voit  que,  en  général,  on 
pourra  déplacer  l'une  des  figures,  de  manière  qu'après  le 
déplacement  les  figures  aient  en  commun  une  infinité  de 
points  coïncidant  avec  leurs  correspondants. 

Si  l'on  prend  la  ligne  double  pour  côté  r-  =  o  du  triangle 
de  référence,  et  le  point  double  isolé  pour  sommet  opposé, 
les  formules  de  transformation  prendront  la  forme  (2), 
l'équation  en  s  se  réduit  à  {s  —  a)(s  —  b'){s  —  c")  =  o,  et, 
comme  elle  a  une  racine  double,  il  faut,  par  exemple,  que 
a  =  b'.  Les  deux  figures  sont  alors  dites  ho mo logiques.  Les 
formules  de  l'iiomologie  ramenées  à  leur  forme  la  plus  simple 
sont  alors 

(3)  -,  =  -=X-,. 

X        y  z 

Le  point  ^  =  o,  j'  =  o,  estle  centre  dliomotogie,  la  droite 
r  =  o  est  Vaxe  d'homologie. 

Appelons  O  le  centre  d'iiomologie,  D  l'axe,  M  et  M'  les 
points  correspondants  dont  les  coordonnées  sont  respective- 
ment X,  y^  z  et  x' ,  y' ^  z'  ;  les  équations  (3)  expriment  que  les 

points  O,  M,  M'  sont  en  ligne  droite  et  que  le  rapport  -^rz-r,  est 
égal  au  rapport  des  distances  du  point  M  et  du  point  M'  à 
l'axe  d'homologie,  multiplié  par  une  constante  A.  Ce  qui 
revient  à  dire  que,  si  P  est  le  point  où  la  droite  OMM' 
rencontre  l'axe,  on  a 

OM    _ ,   PM 

ÔÂr  ~  ^'  P~M'  ' 

Cette  formule  peut  servir  à  construire  le  point  homologue 
d'un  point  donné;  à  son  inspection  on  voit  que  : 

I**  Les  deux  droites  joignant  deux  points  et  leurs  cor- 
respondants se  coupent  sur  Vaxe  dlwmologie ; 

1°  Les  tangentes  en  deux  points  homologues  de  deux 
courbes  Jiomo logiques  concourent  en  un  même  point  de 
Vaxe. 
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3°  Les  langeâtes  à  une  combe  menées  par  le  centre 
tVhoniologie  sont  tangentes  à  la  courbe  homologique. 

4^^  Uaxe  cVhoniologie  est  une  corde  commune  aux 
courbes  homologicjues. 

5"  Deux  coniques  quelconques  sont  homologiques  de 
plusieurs  manières  ;  cliaque  point  de  concours  de  deux 
tangentes  est  un  centre  dliomologie,  une  corde  commune 
lui  correspond  en  qualité  d'axe  dliomologie ;  etc. 

Oq  voit  que  les  droites  correspondantes  de  Finfini  sont 
parallèles;  donc,  quand  on  voudra  amener  deux  figures 
homograpliiques  à  être  homologiques,  il  faudra  d'abord 
rendre  parallèles  les  droites  correspondantes  de  l'infini, 
après  quoi  une  simple  translation  de  l'une  des  figures  suffira 
pour  assurer  l'homologie. 

jNous  ne  ferons  pas  d'application  de  l'homologie;  disons 
seulement  qu'elle  peut  servir  à  déduire  du  cercle  une  foule 
de  propriétés  des  coniques  :  c'est  ce  que  l'on  peut  voir  dans 
les  Œuvres  de  Chasles  et  de  Poncelet,  qui  sont  les  inventeurs 
de  l'homographie  et  de  l'homologie. 

Lorsque  Pon  suppose  la  droite  ^  =  o  rejetée  à  l'infini,  les 
formules  (3)  donnent 

X         y 
X         y 

les  figures  homologiques  sont  alors  homothétiques  :  l'homo- 
thétie  est  donc  un  cas  particulier  de  l'homologie,  et  par 
conséquent  la  similitude  est  un  cas  particulier  de  l'homo- 
graphie. 

Une  dernière  remarque,  en  terminant  ces  considérations 
très  succinctes.  Des  formules  de  transformation  algébriques 
telles  qu'à  un  point  et  un  seul  d'une  figure  corresponde 
toujours  un  point  et  un  seul  de  la  figure  transformée  et  vice 
versa,  sont  nécessairement  les  formules  de  l'homographie, 
car  ces  formules  sont  les  seules  qui  soient  du  premier  degré 
par  rapport  aux  coordonnées  de  l'un  ou  l'autre  système  de 
variables. 
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VIII.  —  Digression  sur  les  courbes  du  troisième  ordre. 

Une  courbe  du  troisième  degré  a  neuf  points  d'inflexion, 
car  sa  liessienne  est  de  degré  3.  Toutefois,  comme  une  courbe 
du  troisième  degré  peut  posséder  un  point  double,  on  voit 
que  le  nombre  de  ses  points  d'inflexion  pourra  être  réduit 
ù  trois  et  même  à  un,  si  elle  possède  un  rebroussement. 

Parmi  les  courbes  du  troisième  degré,  il  y  en  aura  de  la 
classe  3.2  =  6;  il  y  en  aura  de  la  classe  4  et  de  la  classe  3, 
ainsi  que  le  montrent  les  formules  de  Pliicker. 

Les  points  d'inflexion  sont  toujours  trois  à  trois  en  ligne 
droite. 

En  eff'et,  soient  MM^i\F  un  triangle  formé  par  les  tangentes 
à  trois  points  d'inflexion,  A,  A',  A''  les  points  de  contact  :  ou 
aura,  en  vertu  du  théorème  de  Carnot, 


MA  .M'A'   .M'A" 
MA'  .M'A'  .M" A 

Cette  relation,  après  extraction  de  la  racine  cubique  de  ses 
deux  membres,  donne  une  relation  qui  prouve  bien  que  les 
points  A,  A',  A''  sont  en  ligne  droite. 

Rapportons  la  courbe  à  un  point  d'inflexion,  la  tangente 
étant  prise  pour  axe  des  x\  il  faudra  que,  pour  j-  =  o,  l'équa- 
tion en  X  ait  trois  racines  nulles;  elle  sera  donc  de  la  forme 

^3  -~  (^y"^  -''  ibxy  H-  cy  =  o, 

cs^  désignant  un  polynôme  homogène  du  troisième  degré. 
Soient  O  le  point  d'inflexion,  OM'M''  une  sécante  et  M  un 
|)oint  sur  cette  sécante,  tel  que 


'X 


f  I  OM''-OM' 


OM        OM'       OM"         OM'.OM" 
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Le  lieu  du  point  M  est  une  droite  dite  polaire  harmonique 
du  point  O;  en  effet,  soient 

l'équation  de  OM  :  les  coordonnées  de  M'  et  M'^  sont  données 
par 

r2cp3(cosO,  sin6)H-  r( a  sin2  0  -r-  2h  cos6  sinO)-!-  c  sinO  =  o; 

il  en  résulte 

OM  -^  OM'  a  sin2 0  -'-  2  b  cos 0  sin  0  <or  sin 6  h-  2 6  cos 0 


OM 

.  OM' 

c  sinO 

donc 

9. 

a  sin  6  h- 

ib  cosO 

OM  c 

Si  l'on  remplace  OM  par  r,  on  a  l'équation  de  la  polaire  har- 
monique 

a  y  -'-  ibx  -r  2  c  —  o . 

Supposons  que  le  point  d'inflexion  O  s'éioigne  à  l'infini  : 
la  polaire  harmonique  deviendra  un  diamètre  rectiligne  de  la 
courbe  pour  les  cordes  parallèles  à  la  direction  dans  laquelle 
le  point  O  s'est  éloigné. 

Ainsi,  par  une  transformation  homographique  ou  même 
homologique,  on  pourra  donner  à  la  courbe  un  diamètre  rec- 
tiligne, et  même  un  axe;  on  peut  faire  mieux  :  prenons  la 
tangente  d'inflexion  pour  droite  de  l'infini,  pour  axe  des  x  le 
diamètre  et  pour  axe  des  j^  une  perpendiculaire  passant  par 
le  point  d'inflexion  à  l'infini.  Il  n'entrera  plus  dans  l'équation 
de  termes  en  j  el y^ ,  car  la  droite  de  l'infini  étant  tangente 
d'inflexion,  quand  on  aura  rendu  l'équation  homogène,  pour 
^  =z:  o,  les  termes  du  troisième  degré  en  x  ci  y  devront  former 
un  cube  parfait,  ce  qui  exige  qneyn'y  entre  plus,  puisque jk"' 
n'y  entre  pas.  Ainsi  : 

Par  une  transformation  homo graphique  on  ramène 
toute  équation  du  troisième  degré  à  la  forme 
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une  transformation  de  coordonnées  fait  disparaître  le  termes/, 
et  l'on  a,  en  général, 

Si  la  courbe  possède  un  point  double  à  l'origine,  on  a  ^  =  o  et 
son  équation  affecte  la  forme 

j-2  —  x~ix  —  a), 
et  si  elle  possède  un  rebroussement,  la  forme 

y^-rr:^   X^ , 

qui  représente  la  parabole  semi-cubique. 


IX.  —  Figures  corrélatives. 
Posons 

.r_     «ç-^èiQ-f-cÇ  y  _   a' ^ -r- b' t\ -\- c  Z, 

et  supposons  que,  ^,  r,  z  étant  les  coordonnées  homogènes 
ordinaires  d'une  figure,  ^,  r^,  X^  soient  les  coordonnées  tangen- 
tielles  homogènes  d'une  autre  figure.  Les  deux  figures  en 
question  sont  dites  corrélatives;  elles  jouiront  des  propriétés 
suivantes: 

i"  La  transforniatioii  n^iltérant pas  le  degré  des  équa- 
tions, à  un  point  de  la  première  figure  correspondra  une 
droite  de  la  seconde  et  à  une  droite  de  la  première  figure 
un  point  et  un  seul  de  la  seconde. 

2"  A  une  conique  de  la  première  figure  correspondra 
une  conique  de  la  seconde. 

S"^  En  général,  à  une  courbe  du  m^^"^^  ordre  correspondra 
une  courbe  de  m^^^^  classe  et  vice  versa. 

4"  A  deux  droites  cjui  se  coupent  correspondent  deux 
points  et  la  droite  qui  les  joint. 

5°  A  une  droite  tangente  à  une  courbe  correspond  un 
point  situé  sur  la  courbe  correspondante . 

(3"  A  deux  courbes  et  à  leurs  intersections  correspondent 
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deux  courbes  et  leurs  tangentes  communes  et  vice  versa; 
et  en  particulier  à  une  courbe  et  à  une  droite  avec  les  points 
d' intersection  correspondent  une  courbe,  un  point  et  les 
tangentes  issues  de  ce  point,  etc.,  etc. 

7"  A  quatre  points  en  ligne  droite  correspondent  quatre 
droites  concourantes,  possédant  le  même  rapport  anhar- 
mo  nique. 

En  effet,  les  équations  tangentielles  de  quatre  points  en  ligne 
droite  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

P_^}.,Q=.o,         P  +  X2Q  =  o,        P-X3Q-0,         P-T-X4Q-0; 

une  transformation  corrélative  donne  les  quatre  droites  con- 
courantes, 

p  -^^iq  =0,         p  -^-A^q  ~0,         p    -Asq  —  o,         p  -\-l'^q  ^  o, 

P,  Q  désignant  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  tan- 
gentielles  \,  r,  et/>,  q  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
ordinaires  x,y\  dans  les  deux  cas,  le  rapport  anharmonique 

est 

)^_  \,  ^  Xi_- )^ 

Les  figures  polaires  réciproques  sont  un  exemple  de  figures 
corrélatives.  Soit  S  =  o  l'équation  de  la  conique  directrice,  la 
polaire  du  point  x^  jk,  ^  a  pour  équation 

A  —  -f-  Y  -  -  -i-  Z  -—  =  o, 
dx  dy  âz 

les  coordonnées  tangentielles  de  cette  droite  sont 

,  _  ^^S  _  r)S  ^  _  <)S 

elle  correspond  au  pointa:,  j',  z,  et  les  formules  précédentes 

sont  celles  d'une  transformation  corrélative,  puisque  -r— j  v   7 

'  i       ^      âx   dj 

-résout  du  premier  degré.  Il  est  aisé  de  voir  que  deux  figures 
corrélatives  peuvent  toujours  être  déplacées  de  manière  à 
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pouvoir  élre  considérées  comme  polaires  réciproques,  cell<; 
dernière  transformation  contenantcinq  paramètres  arbitraires. 

Théorjlme.  —  Toute  figureY  corrélative  de  la  figure  Y' 
est  une  figure  ho mo graphique  avec  la  polaire  réciproque 
de  ¥'  prise  par  rapport  à  une  conique  quelconque,  en  par- 
ticulier avec  la  polaire  réciproque  de  W  relativement  au 
cercle  x-  +JK-  -\-  z-  ■=  o. 

Gela  revient  à  prouver  que  deux  figures  corrélatives 
d' une  troisième  sont  homo graphiques  :  ce  qui  est  évident. 
En  effet,  soient  x^  y^  z  et  ^r',  jk',  z  les  coordonnées  de  deux 
points  qui  correspondent  à  la  droite  qui  a  pour  coordonnées 
langentielles  ^jT,,  Ç;  on  aura,  en  appelant  a,  ^,  .  .  . ,  a,  [3.  ... 
des  constantes, 

L ____='  ,       ''] ^ , .  =. ..  .^_ S , 

a.v  -.-  I)y   ,    <^;  j        a  j-  -■-  b' y  —-  c' z        a" x  h-  b" y  -f-  c" z 

c  _      -^i _  l 

7.x'    -  l^y-:-  7^'  '  "  a'^-'-T-  [j'y   :-  ^r  z'    "  a"^-  -  [iV^:-Y"^'' 

Téliminatiou  de  ç,  r^.  '>^  fournit  entre  x^y,  z  et  x' ,  y' ^  z  des 
relations  qui  servent  à  définir  une  relation  homographique. 
En  général,  la  théorie  des  figures  corrélatives  ne  donnera 
donc  rien  de  plus  que  la  théorie  de  la  transformation  par 
polaires  réciproques  dont  on  peut  faire  remonter  l'origine  à 
Ihianchon,  mais  qui  a  été  particulièrement  développée  par 
(^hasles  et  par  Poncelet. 

X.  —  Recherche  de  la  classe  d'une  courbe  algébrique 
et  du  nombre  des  points  critiques  d'une  fonction  algébrique. 

Soit 

(0  f{'^,y)--~-o 

une  équation  irréductible  de  degré  m  :  elle  représente  une 
courbe  de  degré  jn  :  nous  désignerons  par  n  sa  classe.  Une 
transformation  homographique  n'altérant,  ni  le  degré,  ni  la 
classe,  ni  la  nature  des  points  singuliers,  on  peut  faire  subir 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  j 
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à  Ja  combe  une  telle  transformation,  de  manière  qu'il  n'y 
ait  pas  de  points  singuliers  à  l'infini. 

Ceci  posé,  soient  a,  j3,  y  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  quelconque  du  plan,  et,  l'équation  (i)  étant  rendue 
homogène,  considérons  le  covariant 

^H        oàf  df 

'  Ox  oy        '  oz 

et  évaluons  la  somme  de  ses  ordres  relativement  aux  cycles 
dey=o.  Cette  so.mme  devra  être  nulle  (p.  38)  : 

i'*  Par  rapport  à  un  cycle  dont  l'origine  est  à  l'inlini,  la 
courbe  n'ayant  plus  de  points  singuliers  à  l'infini,  l'ordre 
de  o  sera  —  {m  —  i);  or  la  courbe  f^=  o  a  jn  points  à  l'infini  : 
donc  la  somme  des  ordres  de  o  relativement  aux  cycles  ayaut 
leur  origine  à  l'infini  est  —  m  (m  —  i). 

Maintenant  prenons  l'ordre  de  cp  par  rapport  à  un  cvcle 
dont  l'origine  est  à  distance  finie  ;  z>  ne  s'annule  qu'aux  points 
de  contact  des  tangentes  issues  du  point  a,  [3,  y  et  aux  poinls 
singuliers  ;  alors  : 

2"  L'ordre  de  o  en  un  point  de  contact  est  évidemmeni 
égal  à  un,  et  par  suite  la  somme  des  ordres  de  o  relatiye- 
ment  à  tous  ces  points  est  7i,  classe  de  la  courbe. 

3*^  L'ordre  de  cp  relativement  à  un  point  singulier  peut 
s'obtenir  comme  il  suit  :  on  efTectuera  une  transformation 
homographique  consistant  à  prendre  a  =  o,  y  r=  o  ;  alors  C5  se 

réduira  à  -/-)  mais,  quand  on  substitue  dans  -/-  les  valeurs 

ày  '  ^  ày 

àe  y  tirées  de  l'équation  de  la  courbe,  on  obtient  les  produits 
des  carrés  des  difTérences  des  yaleurs  àe  y.  Pour  ayoir  l'ordre 
de  cp,  il  faudra  prendre  le  produit  des  carrés  de  toutes  les  dif- 
férences des  valeurs  de  jk  qui  s'annulent  pour  ^  =  o  ;  mais  ce 
produit  (p.  43)  est  le  double  de  ce  que  nous  avons  appelé 
le  nombre  des  rencontres  de  la  courbe  avec  elle-même.  Il  en 
résulte  que  la  somme  des  ordres  de  o  est  le  double  du  nombre 
total  des  rencontres  de  la  courbe  avec  elle-même.  En  appelant 
ce  nombre  6,  on  a  donc 

—  m  (m.  —  i)   1-  n    r-  2  0  =:  o 
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on  bien 

n  =  in{  ni  —  i  ) —  >.  o. 

Les  points  critiques  de  la  fonction  ali^ébrique  y  définie  par 

l'équation  (i)   sont  ceux   (jui  satisfont  à  l'équation  -y-  =  o; 

toutefois  les  points  singuliers  à  tangentes  séparées  ne  sont 
pas  critiques  :  le  nombre  (v  des  points  critiques  sera  donc  /?  ; 
s'il  n'y  a  pas  de  points  critiques  à  tangentes  séparées  et  si  l'on 
désigne  par  r  le  nombre  des  ocles  d'ordre  supérieur  à  un 
qui  correspondent  aux  points  critiques,  on  aura 


mais  il  faudra  compter  comme  point  critique  double,  tri- 
ple, etc.,  celui  où  se  réuniraient  deux,  trois,  etc.,  cycles 
d'ordre  supérieur  à  un. 


XI.  —  Points  d'inflexion  d'une  courbe  algébrique. 

Clierclions,  pour   l'égaler  à   zéro    (p.    38),  la   somme  des 
cL 


ordres  de  la  fonction    .--  par  rapport  aux  cycles  de  la  courb 
d'ordre  m 

Nous   aurons  plusieurs   espèces   de  cycles  à  considérer  :   la 

fonction  -y^  s'annule  aux  points  d'inllexion  de  y^^o;  il  y 

aura  donc  à  considérer  les  cycles  correspondant  à  ces  points; 

elle  devient  infinie  pour  x  ~^  ce  cl  aux  points  où  -y-  est  nul  ; 

d'ailleurs  tous  les  points  où  y-  est  nul  peuvent  ne  pas  rendre 

~-^  infini  :  c'est  ce  qui  peut  arriver  s'ils  sont  singuliers.  Or 

on  peut  supposer  que  l'on  a  transformé  les  coordonnées,  de 
telle  sorte  qu'aucun  des  points  où  la  tangente  est  parallèb? 
à  l'axe  des  y  ne  soit  singulier,   et   de  telle  sorte  qu'aucune 
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asymptote  de  la  courbe  ne  soit  parallèle  à  Taxe  des  y.  Ceci 
posé  : 

i"  Les  cycles  relatifs   aux  points   d'inflexion,  c'est-à-dire 

pour  lesquels  on  a  ->.,  :  -  o,  peuvent  être  représentés  par  des 

équations  de  la  forme 

y  ~  A  a?/'  -    ... , 

oii p  <  3,  l'ordre  est  un,  la  classe  v  est  p  —  i .  Si  le  [)oint  d'in- 
lïexion  est  ordinaire,  on  aura  p  =3  3,  v  -"  >., 

ri-  V 
et  l'ordre  de  )"=    ,•  -  sera  un  ;  si  donc  on  considère  un  point 

pour  lequel  la  classe  est  v  comme  équivalent  à  v  —  i  :z:=  p  —  l>. 
points  d'inflexion  ordinaires,  on  pourra  dire  que  chaque  point 
d'inflexion  fournit  une  unité  à  la  somme  des  ordres  de   la 

fonction  -7^  • 
dx' 

2°  Les  cycles  où  -,     ^~  o  sont  en  nombre  ésfal  à  la  classe  // 

ày  ^  ^  ^  _  _ 

de  la  courbeyVro,  en  ces  points  qui  ne  sont  pas  singuliers 
grâce  à  ce  que  les  axes  sont  quelconques,  on  a 

1 
y —  h  :-  A.  ('  .77  --  a)--\-  B{.r  —  a)  -h  .  . . 

et 

d'-V  I    ,  l 

l'ordre  de  -.^,  par  rap|)ort  à  (.r  —  a)-  est  égal  à  —  3  :  donc 


les  CNclcs   où  ■-    --- o    fournissent    chacun    — 3    unités   à    la 

()y 

somme  des  ordres  de  la  fonction  '   •,• 

dj- 


-----  o    lourni.s.'^en 

d\ 
dx 
3"  Les  cycles  pour  lesquels  x  est  infini  ont  des  équations 

y  —  ex  -!    r^  -'r 


de  la  forme 

Cl 
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et  ne  correspondent  pas  à  des  points  singuliers,  |)nisqne  les 
axes  des  coordonnées  sont  quelconques;  on  en  tir/ 


cl- y  Cl 


donc  j^"  est  du  troisième   ordre  par   raj)porl  à-?  cl  cliacpie 

point  à  l'infini  fournit  3  unités  à  la  somme  des  ordres  de  r''. 
En  résumé,  la  somme  des  ordres  de  7"  est  le  nombre  i  des 
inflexions  dey=o,  diminué  de  trois  fois  le  nombre  n  des 
])oints  où  la  tangente  est  parallèle  aux  j/,  et  augmenté  de  trois 
fois  le  nombre  m  des  points  à  l'infini  ;  on  a  donc 

i  -'■-  '\  ni  —  ■)  Il  —  {•) 
ou 

i  '^^  3{n  —  m). 

Si  la  courbe y=o  n'a  pas  de  |)oints  singuliers,  on  a 

n       m  (  m  —  i) 

et  l'on  retrouve  la  formule 

c'est  l'une   des   formules   de  Pliicker,  en    supposant   (pie   la 
courbe/-— o  ne  possède  pas  de  singularités. 

XII.  —  Transformations  quadratiques. 

Les  formules  de  la  transformalion  quadratique  sont  de  la 

forme 

,       U  ,       \ 

U.  V,  \V  désignant  trois  polynômes  du  second  degré  cn.c^y. 
Ces  formules  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

,    ,  x'         y'         z 

o\\  x\  )■',  3'  sont  des  coordonnées  bomogènes  et  où  U,  V\  W 
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{)euvent  être  censés  fonclious  de  Irois  coordonnées  lionio- 
gènes  x^  j-,  z. 

Nous  n'étudierons  que  la  transformation  quadratique  bira- 
lionnelle,  c'est-à-dire  telle  que  l'on  puisse  déduire  des  for- 
mules (i),  x^j'^z  en  fonctions  rationnelles  de  x' ^y\  z'.  Cher- 
chons donc  tout  d'abord  la  condition  pour  que  les  formules  (i) 
représentent  une  transformation  birationnelle. 

En  général,  si  l'on  se  donne  le  point  (x',  y',  z'),  les  équa- 
tions (i)  représenteront  deux  coniques  ou  même,  si  l'on  veut, 
trois  coniques 

dont  les  intersections  x,  j',  g  au  nombre  de  quatre  seront  les 
points  correspondants  au  point  x',  y',  z'.  Toutefois,  si  les  co- 
niques U,  V,  W  avaient  trois  points,  A,  B,  G  communs,  les 
coniques  (i)  ou  (2)  ])asseraient  par  ces  trois  points  fixes  cl 
n'auraient  plus  qu'un  seul  point  d'inlersection  variable,  et 
dont  les  coordonnées  seraient  fonctions  de  x',  y',  z' ]  x,  y^  z 
seraient  alors  rationnels  en  x' ,  y' ,  z' .  Supposons  qu'il  en  soit 
ainsi. 

Prenons  le  triangle  ABC  f)our  triangle  de  référence  :  les 
formules  (i)  prendront  la  forme 


y 


A_>'«  -    nxz  -,  Cxy        \'yz  -r-  B' xz  -\-  Cxy 


A"yz-:-B"xz^-C"xy' 


or,  SI  I  on  pose 


XA- 

|j.A'  • 

■>  A"  ^  r    1 

ÀB 

aB   - 

V  \r     0  1 

XG-i 

-  :^-C'  - 

vG"  -  0  : 

À'A 

a'A'-i 

•/\"-o    i 

a'B 

a'B' 

v'  B"  -  1    i 

X'G  - 

a' G'-: 

-v'G"-  .,  1 

l"A^[-  ix' A' -r-  v"  A" -.  o   \ 
À" G  -,-a"G'-f-v"C"  -:  I    1 
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les  quantités  A,  u,  v,  .  .  .  seront  bien  déterminées  si  l'on  n'a 

pas 

'  A     A'     A" 

B    ir    li" 

G     G'     G" 

c'est-à-dire  si  les  équations  U  =^=  o,  V  =  o,  W  =  o  sont  dis- 
tincts, et  alors  de  (3)  on  déduira 


y- 


V x' --  \x y '.  'l' z' 

zx 


Une   transformation  liomographique  de  la  figure  x\  }\  z' 
ramènera  ces  formules  à  la  forme 


X 


xz        xy 


rl'oij  l'on  tire  réciproquement 


X 

y'z' 


Z  X 


X  y 


de  sorte  ^\\au  point  x,y,  z  correspond  un,  et  un  seul  point 
oc' ^ y' ,  z',  et  vice  versa. 

Considérons  la  transformation 

(y) 

qui  donne 


X 

z'  X 

x' 

yz  ~ 

zv 

X  y 


X        xy 

donnons-nous  le  point  M  de  coordonnées  x^y^  z  et  voyons 
comment  on  construira  le  point  correspondant  M'  de  coor- 
données x\  y\  z' . 

Soit  ABC  {fig.  2)  le  triangle  de  référence  5  soient  X  =  o, 
Y  =  o,  Z  ^=  o  les  équations  de  BC,  CA  et  AB  respectivement. 

Le  point  M  est  à  l'intersection  des  droites  CK  et  AL, 
représentées  par  les  équations 


Y  _  Z 


-2  CHAPITRE     III. 

donc  le  point  M'  est  à  l'interseclion  des  droites 


X       Y 

Z 

y        X 

V 

que  nous  appellerons  CK/  et  AL'  {Jig-  3). 

Pour  rendre  les  choses  plus  claires,   nous  construirons  le 


point  M'  sur  nne  autre  figure;  CR'  et  AL'  {Jî^-  3)  seront  des 
droites,  telles  que 

A 


CAL-    BAL, 
BGK'      \GK; 


donc 


i^  A  un  point  M  non  situé  sur  le  périmètre  du  triangle 
de  référence  correspond  un  point  M'  non  situé  sur  le  péri- 
mètre de  référence. 

2"  Si  par  le  point  M  on  imagine  un  déplacement  dx^  dj\ 
dz,  le  point  W  subira  un  déplacement  de  même  ordre  dx\ 
dy ,  dz\  pourvu  que  M  ne  soit  pas  sur  le  périmètre  du 
triangle  de  référence. 
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3^  Il  résulte  de  là  que,  si  le  point  M  est  un  point  multiple 
dUine  courbe,  non  situé  sur  le  périmètre  du  triangle  de 
référence  y  le  point  M  sera  un  point  multiple  de  même 
espèce  de  la  courbe  transformée.  Et  par  point  de  même 
espèce,  il  faut  entendre  non  seulement  un  point  de  même 
ordre  de  multiplicité,  mais  encore  un  point  ayant  le  même 
nombre  de  tangentes  confondues,  les  branches  de  courbe 
tangentes  avant  le  même  ordre  de  contact  dans  la  courbe 
proposée  et  dans  la  transformée. 

4"  Supposons  maintenant  qu'une  courbe  ait  en  C  un  point 
multiple  d'ordre  v  :  voyons  comment  sera  situé  son  corres- 
pondant et  quelle  sera  sa  nature.  A  cet  effet,  prenons  deux 
points  M  et  M|,  sur  deux  branches  de  la  courbe,  voisins  de  C 
et  en  ligne  droite  avec  A  :  leurs  correspondants  M'  etM'^  seront 
sur  deux  droites  CM'  et  GM'^ ,  faisant  entre  elles  le  même  angle 
([ue  CM  et  CM, ,  et  très  près  de  AB,  de  sorte  que,  si  le  point 
multiple  placé  en  C  a  ses  tangentes  séparées,  à  ce  point 
correspondront  v  points  distincts  sur  AB. 

5"  Supposons  les  points  M  et  M,  situés  sur  des  branches  de 
courbe  ayant  entre  elles  un  contact  d'ordre  N;  MMi  sera 
d'ordre  N  +  i  et  M'M'^  d'ordre  N;  aux  branches  tangentes  en 
C  correspondront  donc  deux  branches  tangentes  de  la  courbe 
transformée  n'ayant  plus  qu'un  contact  d'ordre  N  —  i;  ainsi 
donc,  si  le  point  multiple  placé  en  Q*  a  des  tangentes  con- 
fondues ayant  des  contacts  d'ordre  N,  N',  N",  .  .  . ,  à  chaque 
couple  de  ces  branches  correspondront  d'autres  branches 
ayant  un  contact  d'ordre  N  —  i ,  N' —  i ,  N" —  i ,  .... 

De  ces  remarques  découle  un  théorème  de  la  plus  haute 
importance. 

Théorème.  — Au  moyen  d'une  série  de  transformations 
quadratiques  birationnelles^  on  peut  toujours  transformer 
une  courbe  algébrique  quelconque,  en  une  autre  qui  n'ait 
plus  de  points  multiples  à  tangentes  confondues. 

En  eflet,  plaçons  le  sommet  C  du  triangle  de  référence  en 
un  point  multiple  ù  tangentes  confondues  de  la  courbe  à  trans- 
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former,  et  choisissons  le  triangle  de  référence  de  telle  sorte 
(|i] 'aucun  de  ses  côtés  ne  touche  la  courbe;  la  transformation 
(juadratique  pourra  bien  introduire  de  nouveaux  points  mul- 
tiples, mais  aucun  d'eux  n'aura  de  tangentes  confondues. 
()Liant  au  point  G,  il  a  été  remplacé  par  d'autres  points  simples 
ou  multiples  avec  des  branches  ayant  un  contact  d'un  ordre 
moins  élevé  d'une  unité  que  dans  la  courbe  primitive. 

En  opérant  successivement  des  transformations  analogues, 
on  pourra  introduire  de  nouveaux  points  multiples,  mais  à 
tangentes  séparées,  et  l'on  finira  par  faire  disparaître  loul 
contact  entre  les  branches  qui  passent  par  un  point  singulier, 
(^.e  théorème  est  de  M.  N()ther. 


XIII.  —  Nouvelle  espèce  de  formules  de  transformation 
des  fonctions  algébriques. 

Considérous  deux  courbes  algébriques 

('2)  f'{x',y)^^o. 

Si  l'on  établit  entic  les  coordonnées  x^  y  ;  x' ,  y'  une  relation 
algébrique, 

(3)  '  o{x,  x'\  y,  y)^.o\ 

si  l'on  se  donne  le  point  (^',  y')  sur  la  courbe  (2),  x  et  y  se 
trouveront  déterminés  au  moyen  des  équations  (i)  et  (3)  sur 
la  courbe  (i)  ci  vice  versa;  le  point  (^,j^)  étant  donné  sur  la 
courbe  (i),  x'  et  y'  seront  déterminés  au  moyen  des  équa- 
tions (2),  (3). 

Ainsi,  en  vertu  de  la  relation  (3)  qui  établit  une  correspon- 
dance cnire  les  points (jCjj^) et  (jc',j>^')  situés  sur  les  courbes  (i) 
et  (2)  respectivement,  à  un  point  de  la  courbe  (i)  corres- 
pondront, par  exemple.  A'  points  de  la  courbe  (2),  et  à  un 
point  de  la  courbe  (2)  correspondront  k  points  de  la  courbe  (  1  ). 

Si  une  correspondance  est  telle  qu'à  un  point  de  (i)  cor- 
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rcspoiidc  un  point  seulement  de  (2)  et  vice  versa,  en  d'autres 
termes,  si  /r  =  A'=  i,  on  dit  que  la  correspondance  est  uni- 
forme,  ou  encore  que  les  courbes  (i)se  correspondent y>>o//?/ 
par  point. 

Pour  obtenir  une  courbe  qui  corresponde  uniformément  ou 
point  par  point  à  la  courbe  (i),  il  suffit  en  général  de  poser 

c,  y,  6  désignant  trois  polynômes  entiers-,  si  l'on  éliminer  ety 
entre  (i)  et  (4),  on  tombe  sur  une  équation,  telle  que  (2),  qui 
r-eprésente  une  courbe  (2)  correspondant  point  par  point  à  (i). 

En  elFet,  si  l'équation  (2)  est  satisfaite,  les  équations  (i) 
et  (4)  ont  une  solution  commune  x^  y.  Si  cette  solution  com- 
mune est  unique  (ce  qui  a  lieu  le  plus  souvent),  x  ç^l y  s'ex- 
primeront rationnellement  en  fonction  de  x^  ^^  y  - 

Ainsi,  en  général,  une  transformation,  telle  que  (4),  ration- 
nelle, appliquée  à  une  courbe  algébrique,  la  transforme  en  une 
autre  qui  lui  correspond  point  par  point,  et  l'on  passe  de  la 
courbe  transformée  à  la  courbe  primitive  au  moyen  d'une 
Iransformation  de  même  forme  que  celle  qui  sert  à  passer  de 
la  courbe  primitive  à  sa  transformée. 

Il  y  aura  donc  une  infinité  de  manières  de  former  des  équa- 
tions de  courbes  qui  se  correspondent  point  par  point. 

XIV.  —  Théorème  de  la  conservation  du  genre. 

Considérons  deux  courbes  C  et  C  se  correspondant  point 
|)ar  point,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  qu'à  un  point  de  l'une 
corresponde  un  point  et  un  seul  de  l'autre.  Soient  x  et  j^  les 
coordonnées  d'un  point  de  G  ;  .r'  et  jk'  les  coordonnées  du 
point  correspondant  de  C^  :  alors  x  ç,\,  y  seront  fonctions 
rationnelles  de  x^  et  dey',  et  vice  versa  d'ailleurs.  Nous  sup- 
poserons 

cp,  y,  'l  désignant  des  polynômes  dont  le  degré  sera  s. 
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Soient  <7,  bf  c  des  constantes  qiielcorHjncs  :  considérons  la 
("onclion  linéaire  de  .r'  et  r' 

0  -  -  rtcp   ;  h  /    :   cl, 

et  écrivons  que  la  somme  des  ordres  de  cctle  fonction  par 
rapport  aux  cycles  de  la  courbe  C  est  nulle. 

i"  l^a  somme  des  ordres  de  H  par  rapport  aux  cycles  pour 
lesquels  x'  el y'  sont  infinis  est,  en  appelant  ni'  le  degré  de  C\ 
le  produit  —  m's;  en  effet,  le  nombre  des  cycles  de  G'  pour 
lesquels  l'origine  est  à  l'infini  est  m'  et  l'ordre  de  0  par  rapport 
à  chacun  d  eux  est  —  .v. 

2"  Si  cp,  y,  'i;  sont  nuls  à  la  fois,  à  chafjue  point  {x\  1')  pour 
lequel  o  =z  y  =: 'l  =:z  o,  correspondra  un  cycle;  les  ordres 
de  cp,  y,  6  par  rapport  à  ce  cycle  étant  désignés  par  //,  il  s'in- 
troduira dans  la  somme  que  nous  voulons  évaluer  un  terme 
égal  à  S A. 

3"  Enfin,  si  l'on  considère   un    point  d'intersection   de   la 

droite 

a.r   i-  h  r  -H  c  -~-  o, 

avec  la  courbe  G,  à  ce  point  corres|)ondra  un  point  (^',  1') 
donnant  lieu  à  un  cycle,  par  rapport  auquel  l'ordre  de  B  sera 
égal  à  un  :  le  nombre  total  de  ces  cycles  est  m;  ce  nombre 
doit  donc  figurer  dans  la  somme  des  ordres  de  0.  et  l'on  a 

(1)  —  m' s    -  Z  A  -    m   -  o. 

Considérons  en  second  lieu  la  fonction 

dans  laquelle  -j~,  désigne  une  dérivée  totale  relative  à  ./',  égale 
par  conséquent  à  -, -,  -}-       ,  -•--,  et  où  «,  b,  c  désignent  trois 

constantes  quelconques,  et  écrivons  que  la  somme  de  ses 
ordres  relativement  aux  cycles  de  C  est  nulle. 

i"  Les  points  x\  y ^  situés  à  l'infini  et  qui  sont  an  nombre 
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de  m' ,  donnciiL  des  cycles  par  rapport  auxquels  l'ordre  de  'I' 

est —  'i{s    -  I  ),  parce  que  le  degré  dey  %^,  — 'i;  y'^;  parexeiiqjlc 

est  '2(5  —  1);  ces  points  fourniront  à  la  somme  que  nous 
voulons  évaluer  la  partie     -  'int'(s  —  i). 

2'*  Les  points  où  d.r'  ziz^  o  fournissent  à  la  somme  que  nous 
clierclions  Télément  —  ///,  égal  en  valeur  absolue  à  la  classe 
de  G'. 

3"  Considérons  maintenant  les  cycles  dont  l'origine  x\  y' 
annule  le  polynôme  T  et  tout  d'abord  ceux  pour  lesquels 
l'origine  satisfait  aux  (V[uations 

y  d'h    ~-  6  dy     _  'h  r/o        o  d<h         o  d  /  —  y  do 
dx'  d.r'  d.r' 

Soit 

r(kjuation  de  l'un  de  ces  cvcles  et 

\  —  ,r  :  z  /y,  Y  —  y  r-  A/./^     .  .  . 

l'équalion  du  cvcle  corres[)ondant  sur  la  courbe  ir.  on  a 

.,  '^'-^     ..  ^/.  __  (  7.  ^^  -  •\'^y:\  ,1-1 .  '^'-L  -  ^2 
^-  dx     '  dx'  ~~  [^     'h-^dt     y  '  •  dt  '"  ' 


^Y  .  dx^ 
dt    '    dt 


mais  cp,  y,  'l  sont  d'ordre  II  :  la  quantité  précédente  est  donc 
<1 'ordre  i1i  +  /  — j' .  l^es  cycles  considérés  fournissent  donc  à 

la  somme  que  nous  voulons  évaluer  rélément^(2A  ^^7'4-y  )• 

4"  Enfin  nous  avons  encore  à  considérer  les  cycles  dont  les 

coordonnéesdel'ori«ine,  sans  annuleràla  fois  '-^ — ^>— ' —   :>  •  •  •  ? 

^        '  dx 

annulent  cependant  T.  La  relation  T  =  o  est  une  relation 
linéaire  entre  les  coordonnées  tangentielles  d'une  tangente  à 
la  courbe  C  :  elle  exprime  que  cette  tangente  passepar  un  point 
fixe,  ce  qui  détermine  n  points^,  y  et  par  suite  n^omVsx'  ,y'  ^ 
et  n  cycles  apportant  une  unité  à  la  somme  que  nous  voulons 
évaluer,  n  désignant  la  classe  de  C. 
On  a  donc  finalement 

(  ■>.)  —  im'i  s  —  \)-'-  n'  -  X(  ih  —j'~.-J)-v'  n  ~  o; 
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rélimination  de  s  entre  (1)  et  (y.)  donne 

(3)  n  —  im     -(/i'    - 'i?n' )    ~ '^(j    -J')  -  o. 

Maintenant  je  dis  qu'en  tout  point  où  Ton  n'aura  pas 

y  d'I  —  ^  <^/  __  '\'  ^^  —  'f  ^^  _  ?  ^^/    -  X  ^^? 
dx  dx  dx' 

le  cycle  ajantee  point  pour  origine  et  le  cycle  correspondanl 
sur  la  courbe  G  auront  le  même  ordre. 

En  effet,  les  équations  d'un  cycle  de  G  étant 

\  =  x  \-iJ,        Y  ^  y  {-  AfJ  ,  . . ., 

les  équations  du  cycle  correspondant  de  G'  seront 

«>(.r-;-  tJ\  r'   -  A  A/      .  .  .  I 

X  =  ;  ,     .  '      Y  - . . . 

<].(.'/•-,-  tJ,  y"  M-i      .  .  .) 
ou 

\dx    6  d]     <l  / 

donc,  si  l'on  n'a  pas 

cp  d'I  —  6  <:/o  ==  (),  y  d'I  —  'l  dy  -:-^  o, 

ce  qui  entraînerait  ^  do  —  cp  <:M  =z  o,  l'ordre  j  du  c^cle  de  G 
sera  égal  ày' .  La  même  conclusion  subsiste  quand  le  point  {x^y) 
est  à  l'infini. 

Dans  la  formule  (3),  on  peut  donc  supposer  que  le  signe  ^ 

s'étend  à  tous  les  cycles  des  courbes  G  et  G';  si  l'on  écrit  cette 
formule  (3)  ainsi 

(4j  n  — '2///    ,-^(/  — I)    . /«'    -2/^/'^V(/'  -I), 

on  pourra  dire  que  les  signes  ^  s'appliquent  à  tous  les  cycles 

dont  l'ordre  n'est  pas  égal  à  l'unité. 

Nous  verrons  tout  à  l'beure  que  le  nombre 


•^(/-.) 
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est  pair.  Appelons-le  '2(p  —  i)  :  nous  aurons  alors 


■2'^- 


Ij^.  '2/>-2 


ou  bien 

(5)  P=l-"^-^-^^(./-')-^ 

ce  nombre  /?  est  ce  que  l'on  appelle  le  genre  de  la  courbe  C. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  a  été  entrevu 
parRiemann,  mais  dont  le  véritable  sens  et  la  démonstration 
rigoureuse  ont  été  donnés  par  M.  Halphen  et  M.  Smith. 

Théorème.  —  Une  transformation  rationnelle  n'altère 
pas  le  genre  d'une  courbe. 

Et,  en  particulier,  une  transformation  quadratique  (p.  ()<) 
n'altère  pas  le  genre  d'une  courbe. 

XV.  —  Limite  du  nombre  des  singularités. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  algébrique  C  n'a  pas  de  points 
singuliers  à  tangentes  confondues,  la  formule  (5)  du  para- 
graphe précédent  qui  donne  le  genre  se  réduit  à 

/t- 

•J. 

car  il  n'j  a  pas  de  cycles  d'ordre  supérieur  à  un,  et,  en  rem- 
plaçant n  par  sa  valeur,  qui  alors  est  (p.  ()-) 

n  ^=1  jn{  m  —  r  ;  —  o  —  m{  m  —  i  )  —  > • 


A"  désignant  l'ordre  d'un  point  multiple,  on  a  pour  p  la  valeur 

entière 

(  77}  —  1  )(  ni  —  ')  )       v^  /i  ( /■  —  1  ) 


^''': 


Je  vais  prouver  que,  dans  ce  cas,  le  genre  est  positif,  c'est- 
à-dire  que  le  nombre  des  intersections  dune  courbe  G  avec 


8o  en  A  PI  THE     111. 

Il          A                         »    V,                >    •          >   W  —  i)(m--u)     |.         ^.  , 
elle-même  ne  peut  être  supérieur  a bii  ellel, 

supposons  que  ce  noml)re  puisse  être  égal  à 

{  m  —  I  )  (  m  —  'x)  __  m-  — 3  m  -^  4 

au  moins.  Par des  rencontres  taisons  passer  une 

courbe  G'  d'ordre  m  —  i,  ce  qui  veut  dire,  par  exemple,  que 
si  la  courbe  G  a  un  point  d'ordre  de  multiplicité  A-,  j'assujet- 
tirai la  courbe  à  passer  par  ce  point  et  à  y  avoir  un  point  d'oi'- 

,  ,  ,  ,  ,  .  .  1  \  r^i  ^  ffi^ — 3  m  ^-4 
dre  A-  —  1  ;  cela  revient  a  assuiettir  la  courbe  U  a 

conditions;  en  efTet,  assujettir  la  courbe  G'  à  avoir  un  poini 
d'ordre  k  —  i  en  un  point  déterminé,  c'est  bien  l'assujettir 

j,  1^'  ~^12  conditions.  Or  une  courbe  d'ordre  m  —  i  peut  être 

.     ,  (m  —  I ) (  fn  -"  5t )         m-  -;-  m  —  9.  , •  .  , 

assujettie  a ~~ ou ; conditions;  les  con- 
ditions auxquelles  elle  a  déjà  été  assujettie  ne  permettent  plus 
que  de  lui  faire  remplir 

/?/2  _±-  jn  —  9.        m-  —  3  ni    ,-  4 

—  —-  Àf/i  --'  S 

•1  :> 


conditions;  profitons-en  pour  la  faire  passer  par  'i/n —  ) 
points  de  la  courbe  G.  Gomptons  à  présent  le  nombre  des 
intersections  des  courbes  G  et  G'.  En  un  point  d'ordre  /x  de  G 
(p.  4i  ),  elles  ont  A(/:  —  i)  points  communs  confondus,  c'est- 
à-dire  deux  fois  autant  de  points  communs  que  la  courbe  C 
a  d'intersections  avec  elle-même.  11  en  résulte  que  le  nombre 
des  intersections  de  G  et  G'  confondus  sur  les  points  singu- 
liers est  double  du  nombre  (A),  c'est-à-dire 

m2__  3/n   ;   4. 

Si  l'on  ajoute  à  ce  nombre  les  Ani  —  3  autres  points  par  les- 
quels  on   a   fait   passer   G',   on   a    un    total   de  points 

ni'~    -  7)1  ~-  i  —  m{]n  —  1  )  ,-  1  ; 
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mais  les  courbes  G  et  G'  sont  de  degrés  m  et  m  —  i  :  elles  ne 
peuvent  donc  se  couper  en  plus  de  mi^ni  —  i)  points  que  si 
une  partie  ou  la  totalité  de  la  courbe  G^  se  confond  avec  G; 
en  d'autres  termes,  que  si  cette  courbe  G  n'est  pas  une  courbe 
proprement  dite,  mais  bien  un  ensemble  de  courbes  distinctes. 

Maintenant  considérons  une  courbe  avec  des  singularités 
quelconques;  au  moyen  d'une  série  de  transformations  qua- 
dratiques, on  la  changera  en  une  courbe  n'ayant  plus  de  points 
singuliers  à  tangentes  confondues.  Gette  suite  de  transforma- 
tions n'aura  pas  altéré  le  genre;  donc  : 

i*"  Gomme  après  la  transformation  le  genre  se  trouve  être 
un  nombre  entier  positif,  on  en  conclut  que  : 

Le  genre  cVune  courbe  est  toujours  un  nombre  entier  et 
positif  {pour  une  courbe  indécomposable). 

1^  Si,  dans  la  formule  (5)  du  paragraphe  précédent  qui 
donne  le  genre  /?,  on  remplace  n  par  sa  valeur  (p.  67),  on 
trouve 

_  (m  — i)(m  — 2)       ^k{k~\)  V'(y  — 0 

et  l'on  voit  que  s  4-  _   2J\J  —  0  ^^^  ^^  entier. 

Si  une  courbe  peut  se  décomposer  en  d'autres  d'ordre 
moindre,  son  genre  peut  devenir  négatif;  par  exemple,  un 
système  de  trois  droites  est  une  courbe  de  troisième  degré 
de  genre  i  —  3  =  —  2.  En  général  : 

Le  genre  d'une  courbe  G  formée  de  plusieurs  autres 
G,,  G2.  .  .  . ,  (Zk  de  genres p\^  /?25  .  .  .,  pk^n  nombre  k  est 
égal  à 

Pv-^  p-2-r-...-r-  pk—  k^l. 

En  effet,  le  genre  P  de  la  courbe  G  est,  en  appelant  m  son 
degré,  0  la  somme  de  ses  rencontres  avec  elle-même,  j  l'ordre 
d'un  de  ses  cycles  d'ordre  supérieur  à  un, 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  6 
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le  genre/?/  de  la  courbe  C/  est,  en  le  supposant  de  degré  m/, 


Pi 


{mi—  i)(mi—'}.) 


—  ^i  —  ^Ui-^)^ 


ùi  eiji  désignant  pour  cette  courbe  les  quantités  analogues 
à  8  et  y.  En  général,  les  courbes  G/  se  coupent  en 

nii  m^  -H  mj  7723  -i- ...  -h  m^-i  m/^  =  ^  /??/  m/^ 

points  que  l'on  peut  regarder  comme  des  points  doubles  de  G  ; 
on  a  donc 

et,  par  suite, 

2^Pi=2d    — -1 '  ~  '  -2i^j~^)-^2à"'''''''' 

la  formule  (i)  donne  alors 


P  = 


ou 


P  ==  \  jO  —  A  -4-1.  G.    Q.    F.    D. 

XVI.  —  Réduction  des  fonctions  algébriques. 


Nous  allons  voir  que  toutes  les  fonctions  algébriques  de 
même  genre  sont  réductibles  à  des  types  simples  au  moyen 
de  transformations  rationnelles. 

Au  moyen  d'une  première  transformation,  on  peut  ramener 
une  courbe  algébrique  à  ne  plus  avoir  de  points  singuliers  à 
tangentes  confondues  (p.  78);  soit  donc 

(i)  f{x,y)  =  o         ou        f{a:,y,z)=o 
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une  courbe  algébrique  d'ordre  m  à  tangentes  séparées,  appli- 
quons-lui la  transformation 


W 


T(^»r^-)     xC^'^'^)     '\'i^^y^^)' 


dans  laquelle  nous  supposerons  les  poljnômes  cp,  y^  <};  de 
degrés  s.  Elle  se  transformera  en  une  autre  courbe 

(3)  /'«/,  ^')  =  o, 

dont  nous  désignerons  le  degré  par  m.  Commençons  par 
évaluer  m'.  Désignons  par  di  le  nombre  de  points  simples 
de/=  o  par  lesquels  passent  les  courbes  cpr=o,^=:o,  'h  =  o] 
par  c?2  le  nombre  de  points  doubles  de/=o  par  lesquels 
passent  les  mêmes  courbes,  etc.  Coupons  la  courbe  (3)  [par 

la  droite 

ax'  -+-  by'  -\-  cz'  =  o, 

le  nombre  des  intersections  m'  sera  celui  des  solutions  des 

équations 

f=o,         «cp  H- èy -t- c(^  —  o, 


qui  est  ms;  mais,  de  ce  nombre,  il  faut  défalquer  le  nombre 
des  intersections  de  cp  =  o,  y  =  o,  tj>  =  o,  /==  o,  s'il  y  en  a, 
parce  que  ces  points  fixes  ne  sauraient  correspondre  à  des 
points  x'^y,  z' :  le  nombre  de  ces  points  est 

<a?i  -h  2  (^2  -^  3  «^3  — . . .  ; 
on  a  donc 

(4 )  m'  =  ms  —  di  —  2  c^2  —  3  c/3  — ...  ; 

le  degré  m'  pourra  donc  par  la  transformation  (2)  être  rendu 
d'autant  plus  petit  que  û?<  -(-  2  f/o  H- .  .  .  sera  plus  grand,  et  il 
y  aura  lieu,  dans  le  but,  de  simplifier  l'équation  f'^=  o,  de 
faire  passer  les  courbes  (^  =:  o,  y=  o,  ^  =  o  par  le  plus  grand 
nombre  possible  de  points  de/=  o. 

Ces  courbes  étant  d'ordre  s  contiendront  dans  leur  équa- 

.       s(s-i-3)  ,  .   ,  ,  ,,  .     ,        „  . 

tion paramètres  variables,  et  1  on  pourrait  les    faire 
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passer  par  autant  de  points  dey=o;  mais  il  faut  que  ces 
courbes  soient  variables,  pour  déterminer  par  leurs  intersec- 
tions un  point  variable  x\  y',  z'  avec  x,  y,  z  :  ceci  exige 
qu'elles  n'aient  pas  toutes  les  trois  des  équations  de  la  forme 
u  ■-h'kç,  u  elç  désignant  des  polynômes  donnés  et  X  un  para- 
mètre indépendant  de  x',  y\  z' .  Ainsi  l'on  ne  pourra  disposer 

que  de  -^ ~  —  2  des  paramètres  contenus  dans  cp,  y,  -i;,  et 

l'on  pourra  seulement  faire  passer  les  courbes  ^  =  o,  y  =  o, 

sis  -\-~  3  ) 
^  =0  par  -^ ^  —  2  points  de/=r  o.  Appelons  p  le  genre 

d"e/=  o  elf'=  o.  Soient  d'..,,  d'.^  , .  .  ,  les  nombres  de  points 
doubles,  triples,  etc.,  de  f'^o. 

Faisons  passer  les  courbes  cp  1=:  o,  y  =  o,  ^J;  =  o  ;  i*^  par  dt 
points  simples  de /=  o;  2"  par  les  d2  points  doubles  de  la 
même  courbe;  3"  par  les  ^^3  points  triples  de  la  même  courbe, 
mais  en  les  assujettissant  à  avoir  en  ces  points  des  points 
doubles;  4*^  par  les  d/^  points  quadruples  de  f=o^  en  les 
assujettissant  à  y  avoir  des  points  triples,  etc.  Alors  on  aura, 
au  lieu  de  la  formule  (4), 

m'  —  ms  —  di  —  2  <f  2  —  6  <^3  — ... 

ou,  si  l'on  veut, 

(5)  m'  =  ms  —  (m  —  i)(m  — 2)  -T-2/>  —  di, 


à  cause  de  l'égalité 


(m-i)(m  — 2) 
d.2  —  3  d-i  — . 


on  devra  avoir  ensuite,  d'après  ce  que  nous  avons  dit, 

s(s  -]-3) 


ou  bien 


ou  enfin 


2  ^  <^2  -^  3  «:/3  -h  G  di  -^ 


s(s-\-:]) 

>  i-i-  <r/2  -H  3  d:i 


(6)  ^'-^^^^  >  ,  +  l^izilK^lzLl)  __^. 
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Examinons  maintenant  successivement  les  divers  cas  qui 
peuvent  se  présenter. 

i^  Courbes  de  genre  o,  /?  =  o.  —  On  satisfait  à  la  for- 
mule (6)  qui  devient 

s(s-^3)^  (m  —  })(m—i) 

en  prenant  s  =  m  —  2,  la  formule  (5)  donne 

77i'  =  711  {m  —  2  )  —  (  Jn  —  I  )  (  /?^  —  '2  )  —  clx 
ou 

(  A  )  m'  =  m  —  2  —  dx. 

La  différence  entre  -^^ — — ~  —  2  et  le  nombre  de  conditions 
2 

{m-r-\){m  —  i)  .  ,  ,  , 

^  imposes  aux  courbes  cp  =  o,  y  =  o,  d»  r=  o  est 


2 

(m — 2) (m -4-1)  (m  —  i)(7n  —  2) 


/?i  —  4  ; 


on  peut  donc  faire  dans  (A.)  di  =  m  —  4i   et  l'on  a  alors 
m'=:  2  ;  donc  : 

Toute  courbe  de  genre  zéro  peut  être  transformée  en 
une  autre  du  second  degré. 

Celle-ci  à  son  tour  pourra,  au  moyen  d'une  transforma- 
tion quadratique,  être  transformée  en  une  ligne  droite;  ceci 
revient  à  dire  que  : 

Théorème  I.  —  Les  fonctions  algébriques  de  genre  zéro 
peuvent,  au  moyen  de  transformations  rationnelles,  être 
changées  en  fonctions  du  premier  degré. 

2"  Courbes  du  genre  un,  p  =:  1 .  —  On  satisfait  à  la  for- 
mule (6)  en  prenant 

si  s -^3)        (m  — i)(m  —  2) 
>  j 
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c'est-à-dire  s=  m —  2;  la  formule  (5)  donne 

m'  —  m{m  —  2)  —  (m  —  i)(^^  —  'i)-\-  2  —  di 
ou 

(  B  )  m'  —  m  —  di'j 

la  différence  entre —  2  et  le  nombre  de  conditions 

(m  —  i)(m  —  1)  .  ,  1 

-,  —  I    imposées    aux  courbes   cp  =  o,   y=  o, 

(m  —  2 ) ( 7?i  -f-  I )  (7n~-i)(ni  —  i)  _ 

:^ ^  ^ ^  —  2  —  ^ — -h  I  =  m  —  3  ; 

'1  2 

on  peut  alors  prendre  d^  =  /n —  3,  et  l'on  a,  au  mojen  de 
la  formule  (B),  m'^=  3.  Gomme  yo  =  i,  la  formule 

p  = ^ «2  —  3  «3  —  .  .  . 

donne 

1  =  1  —  c?2        ou        c?2  =  o  ; 
donc  : 

Théorème  II.  —  Les  fonctions  algébriques  de  genre  un 
peuvent,  au  moyen  de  transformations  rationnelles,  être 
ramenées  à  des  fonctions  du  troisième  ordre  de  genre  un, 

3°  Courbes  de  genre  p^^i,  —  Il  faut  toujours  satisfaire 
à  la  formule  (6),  et  l'on  y  satisfera  en  prenant  s  ^  m  — ■  1. 
La  formule  (5)  donne 

m'  —{m  —  2)m  —  c?i  — (m  —  i)(m  — 2)-hjo 
ou 

(  C  )  m'  —  m  —  2  —  di-\~  p  ; 

le  nombre  de  paramètres  dont  on  peut  disposer  pour  détei- 
miner  les  courbes  0  =  0,  y^:=^o,  'i;  =  o  est 

(m  — 2)(m  +  i)       ^       (m  — i)(m-2)  /^„. 
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on  pourra  donc  prendre  d^^=  m  —  3  +  /?  ;  alors  la  formule  (G) 

donnera 

ni!  =^  p  -\- 1\ 

ensuite  la  formule 

/>(/?  — 0 


'3 
2 

donnera 


Il  résulte  de  là  que  : 

Théorème  IIL  —  Au  moyen  de  transformations  ration- 
nelles^ on  peut  toujours  changer  une  courbe  de  genre  p 
en  une  autre  de  degré  p  -+-  2,  avec  des  singularités  équi- 
valentes à  ^^^^ points  doubles.  C'est  ce  que  nous  appel- 
lerons une  courbe  normale. 

En  d'autres  termes  : 

Une  fonction  algébrique  de  genre  p  peut  être  transfor- 
mée en  une  autre  d'ordre  p-^  1,  avec  des  singularités 

équivalentes  à  P-^~^  points  doubles,  au  moyen  de  trans- 
formations rationnelles. 

Tels  sont  les  résultats  entrevus  par  Riemann,  et  rigoureu- 
sement établis  dans  ces  derniers  temps,  grâce  au  beau  théo- 
rème de  M.  Nôther.  Le  théorème  de  M.  Nother  est  en  réahté 
le  suivant  : 

Au  moyen  de  substitutions  rationnelles,  oji  peut  tou- 
jours ramener  une  courbe  à  n'avoir  d'autres  points  sin- 
guliers que  des  points  doubles  à  tangentes  séparées. 

Mais  il  n'existe  pas,  à  notre  connaissance,  de  démons- 
trations tout  à  fait  rigoureuses  de  cette  proposition  géné- 
rale. 


88  CHAPITRE    III. 

XVII.  —  Formes  les  plus  simples  des  fonctions  de  genre  zéro, 
un  et  deux. 

Une  fonction  de  genre  zéro  peut  être  ramenée  à  satisfaire 
à  une  équation  linéaire,  et  par  une  transformation  homogra- 
phique  toute  fonction  linéaire  peut  être  ramenée  à  la  forme 
y  ^  X  :  telle  est  la  forme  normale  d'une  fonction  de  genre  o  ; 
en  appelant  alors  yj  une  fonction  quelconque  de  genre  o  et  ? 
sa  variable,  ?  et  'i\  seront  des  fonctions  rationnelles  de  x  et 
y=zx^  c'est-à-dire  de  x.  Ainsi  se  trouve  démontré  ce  théo- 
rème que,  si  une  courbe  a  son  maximum  de  points  doubles, 
ses  coordonnées  sont  fonctions  rationnelles  d'un  même  pa- 
ramètre X. 

Une  fonction  t;  de  genre  un  et  sa  variable  \  sont  fonctions 
rationnelles  d'une  fonction  du  troisième  ordre  et  de  sa  variable 
sans  point  double.  Or  la  fonction  du  troisième  ordre  sans  point 
double  peut,  comme  l'on  sait  (p.  62),  au  moyen  d'une  trans- 
formation homographique,  être  ramenée  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion 

y'^  —  xi^x  —  a)(a7— P)         ou         y  =  \J  x{x  —  (x.){^x  —  ^), 

a  et  p  désignant'  des  constantes;  par  suite,  ?  et  -^,  pour  une 
fonction  du  premier  genre,  seront  de  la  forme 

?-/(:r,  R),         r,  =.F(^,  R), 

/et  F  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  du  radical 

R  —  sjxi^x  —  a)(.^  —  ^). 

Si  Ton  pose  x  =  f^^  on  trouve 

Y)  -  Fi  [^,  v/(^^2_-a)(^2_-p-)] 

f^  et  F2  désignant  des  fonctions  rationnelles.  Nous  verrons 
que  le  radical,  sans  cesser  d'être  du  second  degré,  peut  affecter 
les  formes  les  plus  diverses.  Pour  le  moment  il  est  établi  que  : 

Lorsquhine  courbe  algébrique  a  son  maximum  de  points 
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doubles  moins  lui,  ou  qu'elle  est  de  genre  un^  ses  coordon- 
nées peuvent  être  exprimées  en  fonction  rationnelle  d'un 
même  paramètre  t  et  d'un  radical  de  la  forme 

A,  B,  G,  D,  E  désignant  des  constantes. 

Considérons  encore  une  fonction,  ou  plutôt  une  courbe  de 
genre  deux  :  elle  est  réductible  à  une  courbe  du  quatrième 
degré  avec  un  point  double.  Prenons  ce  point  double  pour 
origine  des  coordonnées,  posons  y  =  tx  :  l'équation  de  la 
courbe  du  quatrième  degré  se  réduira  à  une  équation  du  qua- 
trième degré  en  x  ayant  deux  racines  nulles,  et  du  quatrième 
degré  en  t.  On  pourra  la  diviser  par  .r-,  et.r  s'en  déduira  sous 
la  forme 

A-^y/T         „   ,  A^-v/T 

X   =    g (l   ou  yr:r-t    ^ 

'J'  désignant  une  fonction  de  T  du  sixième  degré  et  A,  B 
des  fonctions  rationnelles.  L'x  et  l'y  d^une  courbe  algé- 
brique de  genre  deux  seront  donc  des  fonctions  ration- 
nelles d'un  paramètre  t  et  d^un  radical  carré  recouvrant 
un  polynôme  de  sixième  degré  en  t. 

Les  coordonnées  d'une  courbe  de  genre  /?,  quand/? ^3, 
ne  peuvent  plus  en  général  s'exprimer  en  fonction  d'un 
même  paramètre  sous  forme  algébrique  explicite. 

Ces  exemples  montrent  toute  l'importance  de  la  notion  du 
genre,  qui  paraît  aussi  apte  à  classer  les  courbes  algébriques 
que  la  notion  de  l'ordre.  Il  suffît,  en  effet,  d'étudier  les  pro- 
priétés des  courbes  normales  pour  en  déduire,  par  une  mé- 
thode analogue  à  la  méthode  des  [)rojections,  les  propriétés 
les  plus  intéressantes  des  courbes  du  même  genre. 

XVIII.  —  Exemples  de  courbes  de  même  genre. 

Une  courbe  et  sa  transformée  par  polaires  réciproques^ 
ou  même  une  quelconcjue  de  ses  corrélatives^  ont  le  même 
s:enre. 
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Eq  effet,  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 

s'obtient  au  moyen  de  la  transformation 

^  '  dx  ày  dz' 

qui  est  rationnelle.  Cette  polaire  réciproque  est  prise  par 
rapport  à  la  conique  ^^  +y-  -f-  ^"  =  o  ;  mais  toutes  les  autres 
courbes  corrélatives  dey*=:  o  sont  des  transformées  homo- 
graphiques  de  celle-ci;  le  théorème  est  donc  démontré. 

Corollaire.  —  Nous  verrons  qu'une  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques  est  un  cas  particulier  de  la  trans- 
formation quadratique  ;  elle  n'altère  pas  le  genre  ;  si  l'on  se 
rappelle  alors  que  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques de  la  podaire  d'une  courbe  est  la  polaire  réciproque 
de  cette  courbe  par  rapport  à  un  cercle  (p.  70,  t.  II),  on  voit 
qu'une  courbe  et  sa  podaire  sont  de  même  genre. 

Une  courbe  et  sa  développée  sont  de  même  genre. 

En  effet,  pour  avoir  la  développée  de  la  couri)e/(^,y)  =  o, 
il  faut  chercher  l'enveloppe  de  ses  normales,  qui  sont  repré- 
sentées par  l'équation 

dx  dy 

,1         .      j                          ,                  ,,     .             aj-^H-jK^  — X:r  — Yx 
a  la  suite  de  ces  rapports  on  peut  écrire  = — y '-  ' 

Tz 
on  aura  alors  deux  équations  qui  donneront  X  et  Y  coordon- 
nées d'un  point  de  la  développée  en  fonction  rationnelle  de  x 
ety.  Donc,  etc. 

Quand  une  courbe  estunicursale,  elle  est  carrable  en  termes 
finis,  puisque  ses  coordonnées  ^,jk  sont  fonctions  rationnelles 

d'un  même  paramètre,  et  alors  i  ydx,  son  aire,  est  une  inté- 
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grale  de  fonction  rationnelle.  Toutes  ses  développées  succes- 
sives sont  de  même  genre  zéro,  et  par  suite  elles  sont  égale- 
ment carrables  en  termes  finis.  Il  en  est  de  même  de  ses 
transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques,  par  polaires 
réciproques,  et  de  ses  podaires. 

De  ce  que  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  et  cette 
courbe  ont  le  même  genre,  il  résulte  que  le  genre  d'une 
courbe  peut  s'exprimer  au  moyen  des  singularités  de  cette 
polaire,  qui  sont  relatives  aux  tangentes  de  la  courbe  elle- 
mêmC;,  mais  cette  formule  ne  nous  sera  pas  utile. 

XIX.  —  Des  transformations  birationnelles. 

Une  transformation  est  hlrationnelle  quand,  les  anciennes 
variables  étant  des  fonctions  rationnelles  des  nouvelles  va- 
riables, celles-ci,  à  leur  tour,  sont  encore  fonctions  ration- 
nelles des  anciennes. 

Soit 

VV  y  y  ^y 

une  transformation  qui  doit  être  birationnelle;  U,  V,  W  seront 
trois  polynômes  entiers  en  x^y^  z,  homogènes  et  de  degré  m. 
Pour  que  cette  transformation  soit  birationnelle,  il  faut  que 
l'on  puisse  en  tirer  ^, y,  z  en  fonctions  rationnelles  de  x\y\  z' . 
Or  à  chaque  point  x' ^  y' ,  z'  correspondront  m-  points, 
intersections  des  courbes 

Supposons  que  les  courbes  U  =  o,  V  =  o,  W  =  o  se  coupent 
en/> points  dits/o/z<:/a/we/i^az/^;  les  courbes  (i)  ou  (2)  passeront 
par  ces  p  points  fixes  et,  par  suite,  ni-  — p  seulement  de  leurs 
autres  intersections  seront  fonctions  de  x',y',z';  si  l'on  avait 
pz=zjn-  —  I,  un  seul  point  d'intersection  des  courbes  (i)  serait 
fonction  des  x'^  y\  z'  et  serait  fourni  par  des  formules  ration- 
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Pour  giiHl  existe  des  formules  de  transformation  bira- 
tionnelles  de  degré  m,  il  est  donc  néeessaire  que  les  courbes 
U  =  o,  V  =  o,  W=o  d^ ordre  m^  aient  m- — i  points 
communs. 

Mais  cette  condition  est  loin  d'être  suffisante:  en  effet,  si 
l'on  prend  W  =  U  +  X  V,  les  courbes  U,  V,  W  ==  o  auront 
m-  points  communs  et  les  courbes  (2)  auront  les  mêmes 
points  communs  qui  seront  fixes;  aux  points  x' ^  y',  z'  corres- 
pondraient alors  des  points  fixes  :  nous  n'aurions  pas  ainsi 
des  formules  de  transformation  proprement  dites. 

Pour  que  nos  formules  de  transformation  puissent  être 
regardées  comme  telles  et  soient  de  quelque  utilité,  il  faut 
que,  étant  donné  le  point  variable  (x',  y',  z'),  on  en  déduise 
])Our  (x,  j',  z)  un  autre  point  variable.  Nous  nous  imposerons 
même  cette  condition  que  {x,y,  z  ) varie,  de  quelque  façon  que 
l'on  fasse  varier  (x',  y' ^  z'). 

Supposons  que  l'on  fasse  décrire  au  point  x' ,  y,  z'  une 
droite  ax'  -t-  by'  -^  cz'  z=  o,  le  point  x,  y^  z  décrira  une 
courbe  aU  +  ^V  -f-  cW  =  o;  nous  nous  imposerons  cette 
condition  que  la  courbe  aJJ  -h  ^V  -f-  cW  =  o  renferme  deux 
paramètres  arbitraires  comme  la  droite  qui  lui  correspond,  ce 
qui  n'aurait  pas  lieu  si  les  courbes  U  =  o,  V  =  o  et  W  =  o 
faisaient  partie  d'un  même  faisceau. 

Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté;  les  courbes  U  =  o, 

V  =  o,  W  =  o  devant  avoir  m-  —  i  points  communs,  il  semble 

précisément  qu'elles  doivent  faire  partie  du  même  faisceau  ;  car 

115      1                  1.           .,           m( m  -+-  3) 
une  courbe  a  ordre  m  est  déterminée  par  —^ points,  et,  si 

m  >  2,  on  a  — ^-^ <_  m-~  i.  Mais  cette  difficulté  dis- 
paraît quand  on  s'arrange  de  manière  que  les  points  communs 
aux  courbes  considérées  soient  des  points  multiples.  Nous 
allons,  en  effet,  prouver  que  : 

Si  les  courbes  U  =  o,  V  =  o,  W  =  o  ont  en  commun  a, 
points  ordinaires  j  y.^  points  doubles,     .  .,  y./,  points  d'ordre 
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de  multiplicité  k ,  on  pourra  toujours  choisir  ces  nombres 
a,,  a2,  .  .  .,  a^,  de  telle  sorte  que  les  courbes  en  question 
aient  m-  —  i   intersections  communes  et  que  la  courbe 

renferme  encore  deux  paramètres  arbitraires^  c^ est-à-dire 
qu'on  puisse  encore  la  faire  passer  par  deux  points  arbi- 
trairement choisis. 

Deux  points  d'ordre  k  étant  confondus,  les  courbes  aux- 
quelles ils  appartiennent  ont  en  ces  points  k^  points  communs  ; 
on  devra  donc  avoir 

(l)  ai-f-4a2-r-...-r-  /v2a,l=  /?l2_i. 

D'un  autre  côté,  la  donnée  d'un  point  d'ordre  k  impli- 
quant — ~  conditions,  il  faudra  qu'en  obligeant  la  courbe 

aU  +  ^V  +  cW  à  avoir  a,  points  simples,  a2  points  dou- 
bles, 
donc 


blés,  etc.,  on  ne  lui  impose  que  — ^-^ —  2   conditions; 


k(k  -4-1  )            /7i(m  -+-  3) 
(2)  a,-^  3a2-.  .  .H-  -^^— '  a/,= ^ -^  -  '?.. 

Retranchons  (2)  de  (1)  :  nous  aurons 

(  3  )  a2  — .  . .  -—- ^—  ^A-  =  ^(m  —  i)(fn  —  •>.  ). 

Or,  le  point  d'ordre  k  pouvant  être  considéré  comme  la 
réunion  de  - — ^—^  points  doubles,  cette  dernière  formule 
prouve  que  les  courbes  a  U  +  ^  V  +  c  W  —  o  ont  leur  maxi- 
mum ^^  ~  ~^ ^    de  points  doubles;  elles  sont  donc  uni- 

cursales,  ce  que  l'on  vérifie  immédiatement  en  observant 
que  ces  courbes  correspondent  à  des  droites  et  qu'à  des 
courbes  unicursales  doivent  correspondre  des  courbes  uni- 
cursales. 
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Théouème.  —  Si  l'on  considère  les  trois  points  multiples 
des  courbes  U  =  o,  V  ^  o,  W  =^  o  qui  sont  de  l'ordre  le 
plus  élevé,  la  somme  de  leurs  ordres  est  supérieure  à  m. 

En  effet  de  (i)  et  (3)  on  tire  par  soustraction 
(  4  )  ai  -4-  2  ao  H- . .  .  -I-  A"  a^ .  =  3  m  —  3  ; 

soient  r,  5,  ^les  ordres  des  points  multiples  de  l'ordre  le  plus 
élevé,  (i)  et  (4)  pourront  s'écrire 

«1  H-  4  ^2  "T-  •  •  •  -^  ^^  ^f  =  '^i^  —  I  —  ''^  —  ■S'^, 

ai  -h  2 ag  -f- . . .  -h  ^  a^  =  3 m  —  3  —  r  —  s] 

multiplions  la  seconde  formule  par  t  et  retranchons-en  la 
première,  le  premier  membre  de  l'équation  résultante  sera 
positif  et  l'on  aura,  par  suite, 

^( 3  w  —  3  —  /'  —  5)  -  m2  —  I  4-  r2  -^  ^2  >  o 
ou  bien 

(4)  m2—  Zmt—  r2— <f2—  i^  ^(3 -H  r  ^  sXo; 

or,  si  l'on  égale  le  premier  membre  à  zéro,  on  trouve 


(5)  m  =  —  ±4/9  7  -{-  r^'-^s'^^i  —  'it  —  rt  —  st. 

La  quantité  sous  le  radical  peut  s'écrire 

/  t  \  2 

fr-T-5—  -]   -^'it''  —  irs~'M-^i. 

Or  r  et  5  sont  au  moins  égaux  à  /;  donc  cette  quantité  est 
moindre  que  Ir -^  s —  -1   ;  par  suite,  les  valeurs  (5)  de  m 


1        ,     1       ,                    ^        3^         ,  1 

sont  au  plus  égales  a  r  -^  s  —  -  H ou  a  r  -\-  s  -^  t\  donc 

enfin  l'inégalité  (4)  ne  saurait  avoir  lieu  que  si 

/n  <  r  -4-  5  -h  ^.  c.  Q.  F.  D. 

Ce  théorème  est  important  pour  ce  qui  va  suivre. 
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XX.  —  Réduction  des  transformations  birationnelles 
à  des  transformations  quadratiques. 

Considérons  une  transformation  birationnelle  quelconque 

t'    y  _  ^ 

û  ""  V  ""  W 

U,  V,  W  ayant  la  même  signification  qu'au  paragraphe  pré- 
cédent; prenons  pour  sommets  du  triangle  de  référence  les 
trois  points  singuliers  des  courbes  U,  V,  W  =  o  dont  l'ordre 
est  le  plus  élevé,  puis  effectuons  la  transformation  quadratique 
sur  une  des  courbes  aU -f- 6V -+- cW.  En  appelant  r,  5,  t 
l'ordre  des  points  singuliers  en  question,  une  courbe  d'ordre  m 
se  transformera  en  une  autre  d'ordre  im  —  r  —  s  —  t  moindre 
que  m,  en  vertu  du  théorème  précédent,  mais  elle  présentera 
aux  points  fondamentaux  des  singularités  d'ordre  m  —  s  —  t^ 
m  —  t  —  r,  m  —  r  —  s  on  m  —  (r  -t-  ^  -j-  ^)  -f-  /^  .  •  • ,  c'est- 
à-dire  d'ordres  au  moins  (p.  94)  égaux  à  /',  5,  t,  qui  seront 
encore  des  points  de  l'ordre  le  plus  élevé,  puisque  la  trans- 
formation quadratique  ne  modifie  que  les  singularités  des 
points  principaux.  Une  seconde  transformation  quadratique 
abaissera  encore  l'ordre  de  la  courbe  considérée,  et  ainsi  de 
suite.  On  finira  par  tomber  sur  une  transformée  rectillgne. 
Ainsi  : 

Théorème.   —   Toute    transformation   birationnelle   se 
réduit  à  une  série  de  transformations  quadratiques. 

D'ailleurs,  une  suite  de  transformations  quadratiques  con- 
stitue évidemment  une  transformation  birationnelle. 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  DOCTRINES  EXPOSÉES 
AU  CHAPITRE  PRÉCÉDENT. 


I.  —  Courbes  unicursales  ou  de  genre  zéro. 

Les  courbes  de  genre  zéro  ont  reçu  le  nom  de  courbes 
unicursales  ;  leurs  propriétés  les  plus  intéressantes  résultent 
de  ce  que  l'on  peut  exprimer  leurs  coordonnées  en  fonction 
rationnelle  d'un  même  paramètre. 

Commençons  par  démontrer  que,  si  une  courbe  peut  être 
représentée  par  des  équations  de  la  forme 

'j,  y_,  ^  désignant  des  fonctions  entières  que  nous  suppo- 
serons du  degré  5,  cette  courbe  est  de  genre  zéro. 

i^'La  courbe  représentée  parles  équations  (i)  est  d'ordre  s\ 
en  effet,  elle  coupe  en  s  points  la  droite 

ax  -V-  h  y  -h  c  =  o. 

Les  points  d'intersection  s'obtenant  en  éliminant  x  et  jk  entre 
cette  équation  et  (i),  ce  qui  donne  l'équation  du  degré  s 

acp  -}-  6^/^  -r-  et];  =  o; 

les^  valeurs  de  t  qu'on  tire  de  là,  portées  dans  (i),  feront 
connaître  les  coordonnées  des  s  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  courbe. 

2°  Cherchons  maintenant  l'équation  tangentielle  de  la 
courbe;  il  faut  exprimer  que  la  droite 
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lui  est  tangente  ou,  ce  qui  revient  au  même,  cjue  l'équation 

^?  +  ^iX  ■+■  Ç^  =  o 
a  une  racine  double  en  t.  Cette  équation  différentiée  donne 

de  cette  équation  et  de  la  précédente,  on  tire 

l       ^_       ^       ^ r._ 

x^' — ^t     ^i — ?^'     rtl  —  X?' 

Les  coordonnées  tangentielles  ^  :  r,  :  Ç  pourront  donc  s'expri- 
mer en  fonction  rationnelle  de  ^;  le  degré  de  la  polaire  réci- 
proque de  la  courbe  proposée  sera,  d'après  ce  que  l'on  a  vu 
tout  à  l'heure,  le  degré  des  polynômes  y^^' —  h-f^^  .  .  . ,  c'est- 
à-dire  is  —  2  ;  en  effet,  ce  degré  est  en  apparence  is  —  i ,  mais 
il  est  facile  de  voir  que  les  termes  de  degré  is  —  i  sont  iden- 
tiquement nuls.  Ainsi  la  classe  n  de  notre  courbe  est  is  —  2  ; 
en  supposant  que  la  courbe  n'ait  que  des  points  multiples  à 
tangentes  séparées,  on  a,  en  appelant  81e  nombre  des  rencontres 
de  la  courbe  avec  elle-même, 

.               ^              ^               >          (.9  —  l)(5  —  2) 
25 —  2=5(5  —  l)  —  20,  0=> '-^ ; 

la  courbe  est  donc  de  genre  o. 

3*"  Cherchons  encore  ses  points  d'inflexion;  ce  sont  ceux 

où  la  droite 

ax  -h  hy  -\-  cz  —0 

rencontre  la  courbe  en  trois  points  confondus,  ce  sont  ceux  où 

a  une  racine  triple;  en  rendant  cette  équation  homogène  par 
l'introduction  d'une  variable  u^  il  faudra  qu'en  un  point  d'in- 
flexion on  ait 


-i- 

b 

-T-  c 

= 

0, 

^  dtùii 

4- 

b 

dtôu 

-f-  c 

dtôu 

= 

0, 

-f- 

b 

^'X 

H-  C 

()2  6 

= 

O; 

Traité  d'Analyse,  IV. 


c'est-à-dire 
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d2cp 

atdu 

dtdu 

dtdu 

^2 

Cette  équation  de  degré  ?>[s  —  i)  détermine  les  points  d'in- 
flexion dont  le  nombre  est  ?>(^s —  2),  ce  qui  permet  aussi  de 
calculer  le  nombre  des  points  doubles  et  d'en  conclure  que 
le  genre  de  la  courbe  est  zéro. 

Si  la  courbe  avait  des  points  multiples  à  tangentes  con- 
fondues, on  la  soumettrait  à  une  transformation  rationnelle 
qui  séparerait  les  tangentes;  son  genre  deviendrait  alors  zéro, 
car  ses  coordonnées  seraient  toujours  des  fonctions  ration- 
nelles de  t  :  donc,  etc.  c.   q.   f.   d. 


II. 


Courbes  unicursales  du  second  et  du  troisième  ordre. 


Toutes  les  courbes  du  second  ordre  sont  unicursales  ou  de 
genre  zéro  ;  pour  exprimer  les  coordonnées  d'une  conique  en 
fonction  d'un  même  paramètre,  il  suffît  de  désigner  par  a, 
b  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  ;  le  coefficient 
angulaire  t  de   la   corde  qui  va  du  point  (a,   b)  au  point 

{x,y)  est  t  =  — ;  si,  dans  l'équation  de  la  conique,  on  fait 

y  =:  b  -i-  (x  —  a)  t^  le  facteur  x  —  a  peut  être  supprimé  et 
l'on  a  une  équation  du  premier  degré  en  x,  qui  le  fait  évaluer 
en  fonction  rationnelle  de  t',  jk  est  alors  aussi  fonction  ration- 
nelle de  t,  puisqu'il  est  égal  à.  b  ~i-  t{x  —  a). 

Les  courbes  unicursales  du  troisième  degré  ont  un  point 
double  ;  on  peut  ramener  leurs  équations,  au  moyen  de  trans- 
formations homographiques,  à  l'une  des  formes 

suivant  qu'elles  ont  un  point  double  ordinaire  ou  un  rebrous- 
sement. 


OF  THB 

Ux>fïVERSr 
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On  peut  donner  à  l'équation  des  courbes  du  troisième  degré 
unicursales  une  forme  remarquable  :  une  telle  courbe  peut 
être  représentée  par  les  équations 

X  =  oi  t^  -h  '^  r-  ~  ^(  t  -h  ^, 

y  =  %'  t^  -^  ^'  t-  -r-  Y  t  -^  o', 

Soient  L,  M,  N  trois  indéterminées;  si  l'on  exprime  que 
hx  -h  My  -f-  N^  est  un  cube  parfait,  on  trouve  trois  systèmes 
de  valeurs  des  rapports  LiM'N;  on  a  donc  trois  équations 
de  la  forme 

T^,  T'^,  T'^^  désignant  trois  fonctions  entières  de  t  qui  sont 
des  cubes  parfaits  ;  une  transformation  homograpliique  rem- 
placera ces  équations  par  les  suivantes 

et  l'élimination  de  t  conduira  à  la  forme  que  nous  voulions 
obtenir 

AX^-^BY3^CZ3  =  o, 

A,  B,  G  désignant  des  constantes. 

III.  —  Courbes  unicursales  du  quatrième  ordre. 
Les  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre  étant  de  genre 

3,2 

zéro  doivent  avoir  ^-  =  3  points  doubles. 

Soit  /(^,  y,  z)  =  o  l'équation  d'une  conique  quelconque 
rapportée  à  un  triangle  de  référence.  Soient  u^  ç,  w  trois 
polynômes  quelconques  du  second  degré,  tels  que  les  coniques 
f^  =  o,  (^  =  o,  «^  =  o  aient  trois  points  communs,  je  dis  que 

sera  l'équation  générale  des  courbes  unicursales  du  quatrième 
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degré,  passant  par  les  trois  points  communs  à  «  =  o,  t^  =  o, 
iv  z=z  o,  et  ayant  ces  points  pour  points  doubles.  En  effet  : 

i*^  Les  points  par  lesquels  passent  les  trois  coniques  sont 
bien  des  points  doubles,  car  on  a 


^/_ 

_  df  du        df  dv         df  dw 
du  dx        dv   dx        dw   dx 

dx 

le  second  membre  est  évidemment  nul  pour  ^^  =  o,  c^=:o, 

•I  j  j         -         j    àf    df    df       , 

w  =  o:  il  en  sera  donc  de  même  de  ~,  ~,  ~  et  les  points 

dx     dy    dz  ' 

où  l'on  aura  z^  =  o,  (^  ::=  o,  (^ip  =  o  seront  des  points  doubles. 
2°  L'équation  /(w,  v,  w)  =z  o  contient  cinq  paramètres 
arbitraires,  c'est-à-dire  un  nombre  de  paramètres  égal  à  celui 
d'une  courbe  du  quatrième  degré  dont  on  a  donné  trois  points 
doubles,   car  une    courbe  du  quatrième    degré    dépend   de 

4  7 

-1^  =  i4  paramètres  :  la  donnée  de  trois  points  doubles  équi- 
vaut à  celle  de  neuf  paramètres  ;  lorsque  ces  points  sont 
donnés,  il  ne  reste  plus  que  i4  —  9  =  ^  paramètres  dans 
l'équation. 

Prenons,  comme  il  a  été  dit,  pour  triangle  de  référence  le 
triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  doubles  de  la  courbe 
unicursale  du  quatrième  degré;  les  coniques  u=^o,  v-=o, 
(V  =z  o  devront  être  circonscrites  au  triangle  de  référence,  et 
auront  des  équations  de  la  forme 

'kyz  -I-  \i.xz  -H  vxy  =  o. 
Parmi  ces  coniques  se  trouvent  les  systèmes  de  deux  droites 

yz  =  o,         xz=z  o,        xy  =  o, 

de  sorte  que  l'équation  des  courbes  unicursales  du  quatrième 
ordre  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

f(yz,  xz,  xy)^o; 

on  obtient  donc  les  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre 
en  effectuant  la  transformation  quadratique 

x'   _  y'  _  z' 
^  ^  yz  ~  zx  ~~  xy 
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sur  l'équation  générale  des  coniques 

f{x',  y,  z')  =  o. 

Les  projDriétés  des  coniques  feront  donc  connaître  celles  des 
courbes  unicursales  du  quatrième  ordre. 

En  particulier,  on  sait  que,  quand  une  conique  coupe  les 
trois  côtés  d'un  triangle,  les  droites  qui  joignent  les  som- 
mets à  ces  points  d'intersection  sont  tangentes  à  une  même 
conique;  on  en  déduit  que  : 

Les  six  tangentes  aux  nœuds  de  la  courbe  unicursale 
du  quatrième  ordre  sont  tangentes  à  une  même  conique. 

Car  les  droites  joignant  les  sommets  du  triangle  de  réfé- 
rence aux  points  d'intersection  de  la  conique  qui,  transformée 
par  la  substitution  (i),  fournit  la  courbe  du  quatrième  degré 
sont  à  elles-mêmes  leurs  propres  transformées  et  deviennent 
les  tangentes  aux  nœuds.  Pour  le  prouver,  considérons  l'équa- 
tion 

f{yz,  zx^  xy)  =  Aj2^2  _i_  p^'z^x^-  -h  A"x^'y^ 

-h  2  B  x^-yz  -^  'X  B'_72 xz-\-i  B"z^-xy. 

L'équation  des  tangentes  en  ^  =  o,  j^  =  o  sera  — ^  =  o  ou 

AjK^  -h  X'x-  -h  2  B"xy  =  o  ; 

c'est  l'équation  du  faisceau  des  droites  issues  du  point  x  =  o, 
y  =  o  et  aboutissant  aux  intersections  de  la  conique 

avec  la  droite  ^  =  o.  Donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

On  peut  classer  les  courbes  du  quatrième  ordre  unicursales 
d'après  la  manière  dont  les  coniques  desquelles  elles  sont 
les  transformées  coupent  le  triangle  de  référence,  ou,  si  l'on 
veut,  le  triangle  des  trois  nœuds. 

En  général,  on  appelle  les  courbes  du  quatrième  degré  des 
quartiques,  et  les  courbes  du  quatrième  degré  unicursales 
ayant  trois  nœuds  sont  désignées  sous  le  nom  de  quartiques 
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trinodales.  Lorsque  les  trois  points  d'intersection  de  la 
conique  génératrice  avec  le  triangle  de  référence  sont  réels, 
les  trois  nœuds  de  la  quartique  trinodale  ont  des  tangentes 
réelles;  si  un  côté  du  triangle  de  référence  coupe  la  conique 
en  deux  points  imaginaires,  les  tangentes  à  la  quartique  au 
sommet  opposé  sont  imaginaires  :  ces  points  sont  alors  des 
points  isolés. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où  la  conique  touche  un  côté 
du  triangle  de  référence;  le  sommet  correspondant  est  alors 
pour  la  quartique  un  point  de  rebroussement.  Lorsque  la 
conique  génératrice  est  inscrite  dans  le  triangle  de  référence, 
la  quartique  est  dite  tricuspidale,  elle  a  alors  trois  rebrous- 
sements  ;  les  tangentes  aux  rehroussements  se  coupent  alors 
évidemment  en  un  même  point. 

L'équation  générale  des  quartiques  tricuspidales  se  déduit 
facilement  de  la  conique  génératrice  :  cette  équation  est 

X        \    y        \    z 

IV.  —  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

La  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  dont 
nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler,  est  une  transforma- 
tion quadratique.  En  effet,  en  appelant  /^  et  j^'  les  rayons 
vecteurs  de  deux  courbes  transformées  l'une  de  l'autre  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  le  pôle  pour  origine 

des  coordonnées,  on  a 

rr'  =  A-2 

et,  en  appelant  x^  y  et  x' y'  les  coordonnées  des  points  dont 
r  et  r'  sont  les  rayons  vecteurs, 

X  _  y  __  r  _  k"^ 
x'       y'        r'        r''^ 
d'où  l'on  tire 

_    ^^^'  _    /c^y 

(0  ^--^^YZ^yi'         y  ~-  x'^^yi' 
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on  a  d'ailleurs 

k'^x  ,         k^-y 

X  = 7        y  -—- — • 

X-  -T-  y^  x^  -\-  y^ 

Les  points  fondamentaux  sont  les  points  circulaires  de  l'infini 
et  le  pôle  de  la  transformation. 

Etudions  l'influence  d'une  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  sur  le  degré  d'une  courbe.  Soit 

l'équation  d'une  courbe  de  degré  m,  fi[x^  y)  désignant  en 
général  un  polynôme  homogène  de  degré  i.  Si  nous  effectuons 
la  transformation  (i)  en  effaçant  les  accents  devenus  inutiles, 
nous  obtenons  sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 

(  3  )         k^"^f,n  (x,y)-r~r^-  A  2'«-2/,„_i  {x,y)^...-~  r''"'fo  =  o, 

r^  désignant,  pour  abréger,  x--\-y^.  Cette  équation  sera 
en  général  de  degré  2  m.  Ainsi,  en  général  : 

Une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
double  le  degré  dhine  courbe. 

Toutefois^  supposons  que  la  courbe  ait  pour  points  mul- 
tiples le  pôle  et  les  points  circulaires  de  l'infini  (points  fon- 
damentaux). Soient  q  l'ordre  de  multiplicité  de  l'origine, 
p  l'ordre  de  multiplicité  de  chaque  point  circulaire  de  l'infini. 
Le  dernier  terme  de  l'équation  (3)  sera  r-'^^-^A"-^/^  et  l'équa- 
tion en  question  ne  sera  plus  que  de  degré  im  —  iq  ^  q 
ou  2  7?i  —  ^  ;  de  plus  r'-P  sera  en  facteur  partout,  en  sorte  que, 
si  on  le  supprime  et  si  l'on  désigne  par  in!  le  degré  de  la  trans- 
formée, on  aura 

m'  =  im  —  ip  —  q\ 

en  appelant  /?'  le  nombre  de  fois  que  la  transformée  passe  par 
chaque  point  circulaire  de  l'infini,  et  q^  le  nombre  de  fois 
qu'elle  passe  par  le  pôle,  on  a  en  outre 

p'  =z  m  —  2  <7 ,         q'  =1  in  —  p  —  q\ 
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on  a  de  même 

m  —  im' — iq' 

-y. 

p  —  jn'  ~iq 

q  —  ni  — />  —  q  . 

Au  surplus,  ces  dernières  équations  sont  des  conséquences 
de  celles  qui  précèdent. 

Comme  l'on  voit,  si  m  z=  ip  -\-  q^  le  degré  ni!  de  la  trans- 
formée pourra  devenir  égal  à  celui  de  la  proposée  m.  C'est  ce 
qui  a  lieu  dans  le  cercle  m  =  2,  />  =  i,  ^  =;  o,  quand  il  ne 
passe  pas  par  l'origine. 

V.  —  Des  courbes  anallagmatiques. 

M.  Moutard  a  étudié  les  courbes  qui  sont  à  elles-mêmes 
leurs  propres  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques 
sous  le  nom  à^  anallagmatiques  ;  elles  jouissent  de  propriétés 
curieuses,  grâce  à  la  présence  de  leurs  points  singuliers  qui 
coïncident  avec  les  points  circulaires  de  l'infini. 

Théorème  de  M.  Moutard.  —  Toute  anallagmatique  est 
V enveloppe  dhine  série  de  cercles  orthogonaux  à  un  cercle 
fixe  appelé  directeur,  et  dont  les  centres  se  meuvent  sur  une 
courbe  appelée  déférente. 

En  effet,  si  l'on  considère  le  quadrilatère  qui  a  pour  som- 
mets deux  points  infiniment  voisins  de  l'anallagmatique  et 
leurs  correspondants,  ce  quadrilatère  sera  inscriptible,  et  le 
cercle  circonscrit  touchera  l'anallagmatique  en  deux  points  m 
et  in! .  Du  pôle  O,  menons  la  sécante  Om,  elle  passera  en  m^ 
et  l'on  aura  Om  x  Om'=  /r^,  k  désignant  le  module  de  la 
transformation^  si  de  O  l'on  mène  la  tangente  à  ce  cercle,  elle 
sera  égale  à  /:,  et  il  est  clair  que  le  cercle  de  rayon  k  dé- 
crit de  l'origine  comme  centre  sera  orthogonal  au  premier 
cercle  considéré  qui  enveloppe  l'anallagmatique. 

c.  Q.  F.  D. 

Le  cercle  directeur  est  donc  le  cercle  de  rayon  k  décrit  du 
pôle  comme  centre. 
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Réciproquement  :  Toute  enveloppe  de  cercle  qui  reste 
orthogonal  à  un  cercle  donné  est  une  anallagmatique . 

Donnons-nous  une  déférente,  c'est-à-dire  une  courbe  le 
long  de  laquelle  on  fera  mouvoir  le  centre  d'un  cercle  ortho- 
gonal à  un  cercle  fixe  de  rayon  k\  prenons  le  centre  de  ce 
cercle  directeur  pour  pôle  d'une  transformation  de  module  A". 
La  tangente  à  la  déférente  au  point  où  se  trouve  le  centre  du 
cercle  qui  engendre  l'anallagmatique  est  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  où  le  cercle  mobile  touche 
son  enveloppe;  pour  le  prouver,  il  suffît  d'observer  que  le 
cercle  mobile  a  pour  équation 

(:r-a)2--(7-fi)2=:R2, 

a  et  P  désignant  un  point  de  la  déférente  ;  comme  il  est  ortho- 
gonal au  cercle  ^- +j^2  _- ^2    qji  a 

a2  -^  ^2  ,^  R2  H-  /:2 

et,  par  suite,  son  équation  peut  s'écrire 

^2  _+_  ^2  _  2  ^37  —  2  [Bj  -f-  Â:2  3^  o  ; 

son  enveloppe  s'obtient  en  éliminant  a  entre  cette  équation 
et  sa  dérivée 

qui  exprime  que  le  coefficient  angulaire  [i'  de  la  tangente  à 

la  déférente  est  ée^al  à :  la  tano^ente  à  la  déférente  est  donc 

perpendiculaire  au  rayon  vecteur  des  deux  points  où  le  cercle 
mobile  touche  son  enveloppe. 

Soit  P  le  point  où  la  tangente  à  la  déférente  rencontre  le 
rayon  vecteur  O  mm'  des  points  où  le  cercle  mobile  touche 
son  enveloppe  ;  on  aura 

„ „        O  jn  -T-  O m'  -,       ^        ^     , 

OP  =  ,         k'^  =  0m.0m'\ 

1 

si  l'on  prend  sur  OP  un  point  F  tel  que  OP.  0F=  A-,  le 
point  P'  décrira  la  polaire  réciproque  de  la  déférente  par 
rapport  au  cercle  directeur. 


I06  CHAPITRE    IV. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  de  l'équation  de 
l'anallagmatique. 
Soit 

(i)  f{x\y')  =  ç) 

l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  la  déférente  par  rap- 
port au  cercle  directeur,  courbe  que  nous  appellerons  aussi 
seconde  déférente,  les  points  m  et  ni!  ou  plutôt  l'un  d'eux, 
ayant  pour  coordonnées  x  etj/,  et  pour  rayon  vecteur  r,  r 
sera  racine  de  l'équation  du  second  degré 

r2  — 20Pr  +  A-2  =  o 
ou 

>^' 

-^2  =  0. 


Or  on  a  évidemment 

X       y  r 


X 

x' 

~  y  ~       '2k^       ~             2^:2 

/        ,                    2/c2^ 

\    ^    -   x-l  _^  yl  ^  [,t' 

de  là  et  de  l'équation  précédente  on  tire 

donc 

(^) 

l'équation  de  l'anallagmatique  est  donc 

^  ^  -^  \x2+y-i-/c2'    x-^-^y^-^k- 

ou,  si/(^,jr,  ^)  =  o  est  l'équation  de  la  seconde  déférente 
en  coordonnées  homogènes, 

(4)  /('2Â:2^,   2Â^2^,^2_^^2^_/,2)  =  0. 

La  substitution  (2)  transforme  donc  une  courbe  en  une  autre, 
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qui  est  l'anallagmatique,  ayant  la  polaire  réciproque  de  celle- 
ci  pour  déférente. 

Tl  est  curieux  devoir  quelle  est  la  transformée  d'une  droite 

X  cosa  -I- y  sina  — ^0=0; 

cette  transformée  est  le  cercle 

2  IxP-  (  X  cos  a  -}-  /  sin  a  )  —  /?  (  a?^  4-  j^  _[_  ^^2  )  _  q, 

dont  le  rayon  R  est  donné  par  la  formule 

A* 
R2=  -    _  A2. 

Ce  cercle  est  de  rayon  nul  quand  p  =  A",  c'est-à-dire  quand 
la  droite  donnée  est  tangente  au  cercle  directeur. 

Si  donc  on  mène  une  tangente  commune  au  cercle  direc- 
teur et  à  la  seconde  déférente,  si  l'équation  de  cette  tangente 
est 

X  cosa  '\- y  sina  —  A  =  o, 
alors 

ik'^{x  cosa  +  jK  sina)  —  A(^2  _i_y2  _^  ^2)  —  o 

sera  l'équation  d'un  cercle  de  rayon  nul  bitangentà  l'anallag- 
matique  :  son  centre  sera  donc  un  foyer.  Ainsi 

^  =  Acosa,         j)/  =  Asina 

sont  les  coordonnées  d'un  foyer  de  Fanallagmatique  (3).  Les 
foyers  d'une  anallagmatique  sont  donc  sur  le  cercle  directeur; 
il  est  facile  de  voir  qu'ils  sont  aussi  sur  la  première  déférente. 

En  effet,  ce  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes au  cercle  directeur  et  à  la  deuxième  déférente  avec 
le  cercle  directeur;  ces  tangentes  ont  pour  correspondants, 
dans  la  figure  polaire  réciproque,  des  points  de  la  première 
déférente  communs  à  cette  déférente  et  au  cercle  directeur 
qui  se  correspond  à  lui-même. 

Ainsi  : 

Les  foyers  d'une  anallagmatique  sont  les  intersections 
de  la  première  déférente  avec  le  cercle  directeur. 
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Mais  une  anallagmatique  a  encore  d'autres  foyers  qui  sont 
les  foyers  mêmes  de  la  déférente  ;  ces  foyers  sont  des  foyers 
singuliers. 

En  effet,  les  foyers  de  la  déférente  sont  des  points  de  con- 
cours de  droites  isotropes  tangentes  à  la  déférente  ;  ces  droites 
sont  évidemment  tangentes  à  l'anallagmatique  qui  a  pour 
points  doubles  les  points  circulaires  de  l'infini,  car  l'anallag- 
matique et  la  déférente  ont  évidemment  les  mêmes  tangentes 
isotropes. 

VI.  —  Anallagmatiques  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 

Soit  /(^,  jr,  z)  =  o  l'équation  de  la  seconde  déférente; 
nous  avons  vu  que  l'équation  de  l'anallagmatique  était 

son  degré  est  donc  en  général  double  de  celui  de  la  seconde 
déférente. 

La  seconde  déférente  étant  du  second  degré,  la  première 
sera  du  second  degré  aussi  ;  l'équation  de  la  seconde  déférente 
étant  de  la  forme 

A .r 2 H-  2 B xy  -\-  Cy"^        lax  -^  iby  _ 
(I)  i-^  -^,7,  -—^  2A--      ■     ^""^ 

celle  de  Tanallagmatique  sera  de  la  forme 

*^^^         \  +A^2+ 26377  +  072  =  0, 

elle  sera  du  quatrième  degré  ;  lorsque  la  seconde  déférente 
passe  par  l'origine,  la  première  est  une  parabole,  l'équation  (i) 
ne  contient  plus  de  terme  constant  et  l'anallagmatique  a  pour 
équation 

(3)      Kx^  -V-  iB X y  -^  Cy^~  -{-  i{ax  -\-  h y^x"- -\- y°^ -\- k'^)  =  0. 

Les  équations  (2)  et  (3)  sont,  comme  il  est  facile  de  s'en 
assurer,  les  équations  les  plus  générales  des  anallagmatiques 
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du  quatrième  et  du  troisième  degré.  Elles  peuvent  en  effet 
s'écrire 


ik^-{ax  -^  by)-r-  k'*  =  o, 


(4)  , 


(5)  i{x'^  -i- y^){ax  h-  by)-r-  P  -h  'îk-{ax  +  by)  =  o, 

P  désignant  un  polynôme  homogène  du  second  degré. 

Les  anallagmatiques  du  quatrième  degré  ont  pour 
points  doubles  les  points  circulaires  de  U infini,  et,  réci- 
proquement, toute  courbe  ayant  les  points  circulaires  de 
1/  infini  pour  points  doubles  et  qui  est  du  quatrième  degré 
est  une  anallagmatique . 

La  première  partie  de  ce  théorème  est  évidente  à  l'inspec- 
tion de  l'équation  (4);  réciproquement,  toute  courbe  ayant 
les  points  circulaires  de  l'infini  pour  points  doubles  et  qui 
est  du  quatrième  degré  a  une  équation  de  la  forme 

(6)  {x'^'-^y^'Y^iiax-^  by){x^' ^y^-)^l\-^V^-i-'Pç,=  o, 

P2,  Pj,  Po  désignant  des  polynômes  homogènes  de  degrés  2, 
I,  o.  Désignons  encore  cette  équation  par  o(^x^  y)=z  o,  et 
transportons  l'origine  en  a,  j^,  nous  aurons  une  équation  de 
la  forme 

do  da 

+  2(sia57-i-2Pj)(^2_|_^2)^_p'^_4_^  _i.  +7-^  -i-cp(a,  ?)  =  o; 

cette  courbe  sera  une  anallagmatique  rapportée  à  son  pôle, 
si  l'on  a 

2/<:2(a4-2a)=^,         2/^2(6  +  2?)=^, 

cp(a,  13)=yf*. 
Ces  trois  équations  détermineront  a,   [3,  k;  pour  avoir  le 
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nombre  exact  de  leurs  solutions,  observons  que  l'élimination 
de  k-  donne 


(7) 
Posons 


do  âo 

do  do 


I  ce; 


\o{a  -^  •i7.){b  ^  2  j3 ) . 


on  pourra  supposer 


H  =  Aa2-f-Gp2-f-2DaH-2E^  +  F 


les  équations  (7)  pourront  alors  s'écrire 


dG  /   ^  dG       d\\  \        dG  /    ^  dG       dll  , 

dp  i"^  â^  ^  -^y  -  ^  i"^  ^  -^ -d^  )  =  °' 


fiG 


dG       dH\/    ^  dG       dll\        ,,,„      ^^dGdG 


ou 


(8) 


àG  àU  _dGdlî  _ 

d'^   "^  ~  doc"  ^  ~  ^' 

/dG  an       ^^\       ,TT^G^G       dH  dH  _ 
'^      ['di   d^^  d'^    da/"  ^       d^  ^"^"dï   d^   ~^- 

La  première  de  ces  équations  est  du  second  degré,  elle 
représente  une  courbe  qui  a  pour  directions  asjmptotiques 
l'axe  désuet  l'axe  desy.  La  seconde  est  du  quatrième  degré, 
elle  a  les  mêmes  directions  asymptotiques  :  donc  ces  deux 
équations  ont  huit  solutions,  dont  six  seulement  sont  finies; 
deux  de  ces  solutions  ne  conviennent  pas  à  la  question  :  ce 

sont  les  solutions  p  :=  —  -  et  a  = qui  ont  ete  introduites 

en  éliminant  k-  par  voie  de  multiplication.  Donc  : 

Les  courhes  du  quatrième  degré  qui  ont  les  points  cir- 
culaires de  l^ infini  pour  points  doubles  sont  anallagnia- 
tiques  par  rapport  à  quatre  pôles  différents  :  elles  ont 
donc  quatre  déférentes  et  quatre  cercles  directeurs  ;  elles 
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sont  de  quatre  manières   différentes   des   enveloppes  de 
cercles  orthogonaux  à  des  cercles  fixes. 


VII.  —  Propriétés  des  foyers  des  anallagmatiques 
du  quatrième  ordre. 

On  peut  mettre  l'équation  de  la  seconde  déférente  d'une 
infinité  de  manières  sous  la  forme 

(1)  /(X„X2,   X3)  =  0, 

Xi,  Xo,  X3  désignant  des  polynômes  homogènes  du  premier 
degré.  Supposons,  par  exemple, 

(2)  Xi=  ai^-^  PiJ^-i-Ti5    •  ••• 
Si  l'on  fait  la  transformation 

_  ik-x'  ik'^y 

la  courbe  (i)   devient   une   anallagmatique  ;   or,   dans   cette 
hypothèse,  (i)  devient 

(3)  ATiSi,  T2S,,  Y3S3)==o, 
et  l'on  a,  en  supprimant  les  accents, 

Si  est  la  puissance  d'un  certain  cercle  Si  =  0  dont  les  coor- 

données  du  centre  sont ;  —  -    -  et  dont  le  rayon  est 

yt»      ,  ,  .  T.  ï. 

-^  (a;  H-  [3;)  —  A--  ;  il  est  donc  orthogonal  au  cercle  directeur. 

Donc  : 

Toute  anallagmatique  du  quatrième  degré  Jouit  de 
cette  propriété,  quHl  existe  une  relation  homogène  du 
second  degré  entre  les  puissances  dhin  quelconque  de  ses 
points  par  rapport  à  trois  cercles  orthogonaux  au  cercle 
directeur. 

Supposons  que  l'on  prenne  les  trois  droites  Xi  =  o,  Xo  =  o, 
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X3  =  o  tangentes  au  cercle  directeur;  alors  on  peut  supposer 

ai^^coscpi,         ,3i=sincpi,         Ti  =  ■^^  •••, 

et  les  rayons  des  cercles  Si,  So,  S3  seront  k''  — A'''  ou  nuls; 
donc  alors  on  voit  que  toute  anallagmatique  du  quatrième 
ordre  peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

/(Si,  S2,  83)  =  o, 

y/Si,  VS27  V^^3  désignant  les  distances  d'un  point  de  la 
courbe  à  trois  points  fixes. 

Nous  considérons  en  particulier  trois  droites  Xi  =  o, 
Xo  =  o,  X3  =  o  tangentes  à  la  seconde  déférente  et  au  cercle 
directeur;  la  déférente  en  question  aura  une  équation  de  la 
forme 

l'équation  correspondante  de  l'anallagmatique  sera  de  la  forme 

èi /Si -H  ^2 /Sa -+- ^3 /Ss  =  o. 
Donc  : 

Toute  anallagmatique  du  quatrième  ordre  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  points  tels  quil  existe  une 
relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  de  chacun 
de  ses  points  à  trois  points  fixes. 

Les  points  fixes  en  question  sont  les  foyers  de  V  anallag- 
matique. En  effet,  ce  sont  des  centres  de  sphères  de  rayons 
nuls  évidemment  bitangents  à  l'anallagmatique,  puisque  ce 
sont  les  transformées  de  droites  tangentes  à  la  seconde  défé- 
rente. Autrement,  ce  sont  les  points  de  contact  du  cercle 
directeur  et  delà  tangente  commune  à  la  deuxième  déférente 
et  à  ce  cercle. 

Ily  a  4  tangentes  communes  à  la  deuxième  déférente 
et  au  cercle  directeur,  donc  4  foyers^  jouissant  trois  à 
trois  de  propriétés  analogues  à  celles  que  nous  venons 
d'énoncer. 
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Le  nombre  des  foyers  d'une  courbe  du  quatrième  ordre 
est  (4»  3)-  ou  i445  mais  ce  nombre  n'est  pas  celui  des  foyers 
d'une  anallagmatique.  En  effet,  les  points  circulaires  de  l'infini 
sont  des  points  doubles:  cela  diminue  la  classe  de  la  courbe 
de  4  unités;  par  chaque  ombilic  on  ne  pourra  mener  que 
8  tangentes  à  la  courbe  dont  4  aux  ombilics  mêmes  ;  le  nombre 
des  foyers  devra  donc  être  réduit  à  i6.  Ne  considérons  que 
les  i6  foyers  provenant  des  tangentes  qui  ne  sont  pas  des 
tangentes  aux  points  doubles  :  ce  seront  les  i6  foyers  que 
l'on  peut  trouver  sur  les  4  cercles  directeurs,  les  autres  foyers 
sont  ceux  des  déférentes. 


VIII.  —  Ovales  de  Descartes. 

Parmi  les  anallagmatiques  du  quatrième  ordre,  il  faut  sur- 
tout remarquer  celles  qui  ont  les  points  ombilicaux  non  plus 
seulement  pour  points  doubles,  mais  pourpoints  de  rebrous- 
sement.  Nous  les  appellerons  des  cartésiennes  pour  une  raison 
qui  découlera  de  ce  qui  suit.  Les  équations  des  cartésiennes 
sont  de  la  forme 

en  choisissant  convenablement  les  axes,  et  l'on  a  entre  les 
coefficients  la  relation 

(4:r2-i-i2jK2)(Aa;2-u  Cj2)  —  [(/?a7  -^-  qy)Y"iy  -=  o, 

pour  ^'-^  4- jK"  =  o  ;  donc 

A  —  G  — />2  -h  ^2  _i_  2/?<7  y/—  [  —  o. 

On  choisira  ^  r=  o  et  l'on  aura  A  —  G  =  /?-  ;  donc  l'équation 
des  cartésiennes  est 

OU 

(0  (2?2+72+^;j7)2_|.G(^2_^j2)_^2/>/(-2:r  +  /:4=zO, 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  8 


Il4  CHAPITRE     IV. 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

Cette  anallagmaliqiie  a  pour  deuxième  déférente 

c'est-à-dire  une  courbe  dont  le  foyer  est  l'origine  :  la  première 
déférente  est  donc  un  cercle.  Réciproquement,  si  la  première 
déférente  d'une  anallagmatique  est  un  cercle,  la  seconde  aura 
son  foyer  à  l'origine,  son  équation  sera  de  la  forme  (2),  et 
l'anallagmatique  correspondante  (i)  sera  une  cartésienne. 
L'équation  (i)  peut  s'écrire 

ou  encore 

/  r\2  c^ 

/^2_^y2_|_^^^_^-2_^_   _^  j     _Cp^_C/^2 ^    :=o 

ou,  en  appelant  S  la  quantité 

Q 
:r2  -f-  1/2  +  n^  -f-  ^2  _j , 

qui  est  la  puissance  d'un  cercle,  et  P  la  fonction  linéaire 

4 

(3)  S2  — P=o. 

Cette  équation  représente  l'enveloppe  du  cercle 

(4)  •  X2_2XS-+-P  =0. 

Si  l'on  égale  le  discriminant  du  premier  membre  à  zéro, 
on  exprimera  que  le  cercle  se  réduit  à  un  point  foyer;  or  ce 
discriminant  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  à  con- 
tenant X  en  facteur.  A  la  valeur  nulle  de  X  ne  correspond  pas 
de  foyer,  les  trois  autres  valeurs  de  \  fournissent  trois  foyers 
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en  ligne  droite;  cette  droite  des  foyers  est  d'ailleurs  la  droite 
sur  laquelle  se  meut  le  centre  du  cercle  (4). 

Entre  les  distances  d^ an  point  de  la  courbe  à  deux  des 
trois  foyers  que  Von  vient  de  trouver,  il  existe  une  relation 
linéaire. 

En  effet,  appelons  \^  l'une  des  valeurs  de  \  qui  réduisent 
le  premier  membre  de  (4)  à  une  somme  de  carrés,  si  l'on 
pose 

Xf  —  2XiS  +  P=:  A, 

on  pourra,  en  éliminant  S  entre  cette  identité  et  S-  —  P  zir  o, 
mettre  l'équation  de  la  cartésienne  sous  la  forme 

Xf  —  2X1  v/P  +  P  =  A 
ou 

(5)  Xi--/P.=  /A; 

en  appelant  \<2.  ^me  autre  valeur  de  X  et  en  posant 

X2  — 2X2S-T-P  =B, 
on  aura  de  même 

X2  — v/P  =  /B; 

il  existe  donc  entre  sjK  etyB  la  relation  linéaire 

y/A  — v/B  =  Xi  — X2. 

Donc  les  cartésiennes  ne  diffèrent  pas  des  courbes  dont  il 
a  déjà  été  question  sous  le  nom  à^ovales  de  Descartes.  La 
dénomination  à^ovales  de  Descartes  s'applique  surtout  au 
cas  où  les  trois  foyers  en  ligne  droite  sont  des  points  réels. 

IX.  —  Les  cassinoïdes  ou  lemniscates. 

Lorsque  la  première  et,  par  suite,  la  seconde  déférente 
sont  des  courbes  à  centre  ayant  leur  centre  sur  le  pôle  de  la 
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transformation,  l'équation  de  l'anallagmatique  est  de  la  forme 

Le  cas  où  A  =  —  G  =  2  c-  est  remarquable  :  la  seconde  défé- 
rente est  une  hyperbole  équilatère  et  l'anallagmatique  porte 
le  nom  de  cassinoïde,  ellipse  de  Cassiiii  ou  lemniscate.  Elle 
a  alors  pour  équation 

(  ^2  _|_  _^2  )2  _^  .2  C2  (  j2  _  ^2  )  ^_  A-i  3^  o. 

Si  l'on  fait  k''  =  c'*  —  h'*,  cette  courbe  est  telle  que  le  produit 
de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  distants  entre 
eux  de  2C  est  égal  à  une  constante  h^,  ce  dont  on  s'assure 
en  développant  l'équation 

OU,  en  coordonnées  bipolaires, 

La  cassinoïde  est  une  courbe  que  nous  avons  déjà  rencontrée 
et  à  laquelle  nous  avons  appris  à  construire  la  normale. 

La  cassinoïde  cesse  d'être  anallagmatique  quand  c  =  h  :  elle 
a  alors  pour  équation 

(^2_  j2)2_^(^2_^2)2c2  z=  o; 

mais  elle  est  unicursale  et  est  la  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  de  l'hyperbole  équilatère 


2C2 


la  cassinoïde  porte  alors  le  nom  de  lemniscate  de  Bernoulli. 
Son  équation  en  coordonnées  polaires  est  r^=^  c  y/2  cosB. 


X.  —  Transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques 
et  podaires  de  coniques. 

Les  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  co- 
niques ont  évidemment  pour  équation 
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si  la  conique  ne  passe  pas  par  le  pôle,  on  obtient  une  anal- 
lagmatique  du  quatrième  ordre;    si   elle  passe  par  le  pôle, 
l'anallagmatique  est  seulement  du  troisième  ordre. 
L'équation  tangentielle  d'une  conique  étant 

A^2  ^  2Br,^ -4- Cr)2 -i- 2D^ -i- 2Erj  4- F  =  o, 

une  tangente  aura  pour  équation 

la  perpendiculaire  à  cette  tangente  menée  de  l'origine  est 

l'élimination  de  ^  et  ■/]  donne  la  podaire  :  pour  trouver  cette 
podaire,  il  suffît  de  remplacer  Ç  et  T^  par 

X  y 


dans  l'équation  tangentielle  de  la  conique,  comme  l'on  voit  : 

La  podaire  dhine  courbe  n^est  autre  chose  que  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  de  sa  polaire 
réciproque,  ce  que  Von  savait  d'ailleurs. 

On  peut  donc  dire  que  les  podaires  de  coniques  sont  aussi 
des  anallagmaliques  du  quatrième  ordre. 

Parmi  les  podaires  de  coniques,  il  faut  remarquer  la  podaire 
de  cercle  qui  a  pour  équation 

R  désignant  le  rayon  du  cercle  et  2  a  la  distance  du  centre  au 
pôle.  En  coordonnées  polaires,  son  équation  est 

(r2  — 2arcos6)2— R2r2^  o 
OU 

r2  —  lar  cos8  —  Rr  —  o, 
ou  enfin 

r  =  R  +  2a  cosO. 
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Cette  courbe  est  une  conchoïde  du  cercle  r  =  2<2CosB.  On  lui 
donne  aussi  le  nom  de  lùnaçon  de  Pascal. 
Quand  R  =  2a,  on  a 

r  =  4acos40  =  2Rcos2|-6: 

la  courbe  est  alors  la  cardioïde. 

Dans  la  conchoïde  de  cercle,  la  déférente,  ou  l'une  des  défé- 
rentes, est  un  cercle,  et  l'un  des  cercles  directeurs  se  réduit  à 
un  simple  point. 

XL  —  Anallagmatiques  du  troisième  ordre. 

Lorsque  la  première  déférente  est  une  parabole,  la  seconde 
déférente  passe  par  l'origine,  et  l'anallagmatique  est  du  troi- 
sième ordre  ;  elle  a  alors  pour  équation 

(a72-f-j2)(^^^_i_  hy)-\-  Aa72  +  Gj^-i-  k'^i^ax  -^  by)  =  o. 

Les  anallagmatiques  du  troisième  degré  passent  par  les 
ombilics  du  plan.  Il  est  facile  de  voir  que  toute  courbe  de 
troisième  degré  passant  par  les  ombilics  est  une  anallagma- 
tique;  et,  en  effet,  une  telle  courbe  a  pour  équation 

{x'^-{-y'^){ax  4-  by)-\~  kx--^  Cy"^-^  Ix  -i-  my  -\-  n  =  o. 

Appelons  ^{x,  y)  le  premier  membre  de  cette  équation,  et 
transportons  l'origine  en  à,  p;  on  aura,  pour  nouvelle  équa- 
tion de  la  courbe, 

do  do 

Or  on  peut  disposer  de  /:,  a  et  p  de  telle  sorte  que 

cp(a,  p)=o, 
âo  do 
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rélimination  de  k  donne 


^9 


cp(a,  p)=o, 


les  points  a,  (3  d'intersection  de  ces  deux  courbes  sont  les 
intersections  de  la  courbe  avec  l'une  de  ses  polaires  dont  le 
pôle  est  à  l'infini.  Ce  théorème  est  donc  démontré  ;  on  remar- 
quera que,  parmi  les  six  solutions  de  ces  équations,  l'une  est 
infinie  :  c'est  la  solution  qui  correspond  à  <2a  -|-  6j8  =  o  età  la 
droite  de  l'infini. 

Les  anallagmatiques  les  plus  remarquables  du  troisième 
ordre  ont  un  j)oint  double,  elles  sont  unicursales  ;  leur  équa- 
tion est 

{x'^-^y'^){ax+  by)-^  Aa?^^-  iBxy  -v-  Cy^  =  o. 

hs.  stj'ophoïde  a  pour  équation 

c'est  le  lieu  des  points  obtenus  comme  il  [suit.  Etant  donnés 
un  point  fixe  A(/îg.  4)  et  deux  droites  rectangulaires  ox  et 


Fig.  /i. 


oy,  dont  l'une  passe  par  A,  on  prend,  sur  le  rayon  vecteur  AP, 

des  longueurs  PM  et  PN  égales  à  o  P;  le  lieu  de  M  et  N  est  la 

strophoïde;  on  a 

AM  X  AN  =  const. 

La  strophoïde  est  une  podaire  de  parabole,  le  pôle  est  le  pied 
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de  la  directrice  de  la  parabole  :  c'est  Tenveloppe  d'un  cercle 
qui  passe  par  le  pied  de  la  directrice  de  cette  parabole  et 
qui  a  son  centre  sur  la  parabole. 

La  cissoïde  a  un  point  de  rebroussement;  son  équation  est 

On  connaît  la  génération  de  cette  courbe  donnée  par  Diodes 
(t.  Il,  p.  4o). 

XII.  —  Transformation  de  M.  Hirst. 

Soient  O  un  point  fixe,  S  une  conique  :  par  O  menons  la  sé- 
cante Omni'  rencontrant  S  en  m  et  m';  si  a  et  a'  sont  deux 
points  conjugués  harmoniques  de  m  et  m!  les  figures  a  et  a' 
seront  transformées  l'une  de  l'autre  parla  méthode  de  M.  Hirst. 

Quand  la  conique  S  est  un  cercle  et  que  le  point  O  est  son 
centre,  la  transformation  de  Hirst  coïncide  avec  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques  :  le  module  est  alors 
le  rayon  du  cercle  (facile  à  vérifier).  Les  formules  de  trans- 
formation de  Hirst  sont 

^  ^  ^ 

x'  '  y' 

kxx'  -\-  A'yf  ^  A"zz'  +  B  (yz'  -+-  zf) 

-f-  B'{zx'-^  xz')-+-  B"(xy  -i-  yx')  =  o, 

en  prenant  le  point  O  pour  origine  ;  la  conique  S  a  alors  pour 
équation 

Aa72-f-  \'yi^  A"^2  _^  2,Byz  -\-  2.B'xz-\-  iB" xy  —  o. 


XIII.  —  Autre  mode  de  transformation. 

Considérons  deux  coniques  S  et  S'  :  soient  P  la  polaire  d'un 
point  M  par  rapport  à  S,  P'  la  polaire  de  M  par  rapport  à  S'; 
les  droites  P  et  P'  se  rencontrent  en  un  point  M'  qui  corres- 
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pond  à  M.  Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  de  M-,  x' ^  y  et  z' 
celles  de  M'  :  on  a  évidemment 

do  do  do 

âx       -^    ôy  oz 

x'  -r-^  +y  -  ^  ^z'  -^  =  o; 
dx       -^    dy  dz 

'^  =  O  et  ^  ^  o  désignant  les  équations  des  coniques  S  et  S', 
on  en  conclut 

^^  a(cp,  4;)  ^^  d{o,  <h)  _    ,^  d{o,  ^)^ 

^  '  ôiy,  z)  ~^  '  d{z,  X)  "~^  •  d(x,yy 

on  aurait  de  même 

d{o,  ^)  d{o,  <h)  d{o,  'h) 


dif,  z')       -^   '  d{z',  x')  '  d{x',  y') 

On  voit  qu'il  y  a  une  sorte  de  réciprocité  entre  les  points  x, 

y,  zelx^,y,  z'.  ^ 

La  transformation 

X    __    y     _     z 

y  z'     x' z'     xy 

est  un  cas  particulier  de  celle  que  nous  venons  d'examiner  : 
en  effet,  ces  formules  peuvent  s'écrire 

xx'  =  yy'  =  zz', 
OU 

xx' — zz':=o,        yy' — zz'^=o. 

Ce  sont  les  équations  des  polaires  de  x,  y,  z  par  rapport  aux 
deux  coniques  x^  —  ^^  __  q^  j^2  __  ^2  __  q  V\\\s  généralement, 
on  peut  considérer  le  point  [x'^y'^  z')  comme  l'intersection 
des  polaires  de  x^  y,  z  par  rapport  aux  coniques  conjuguées 

(  A  :r2  -^  B  jK^  -f-  G  z2  r=  o, 

A,  B,  G,  A',  B',  G'  satisfaisant  aux  équations 

BC—  GB'  =  GA—  AC  =  AB'—  BA'. 
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De  ces  relations  on  déduit 

(A  H- B -^- G  )(BG'— GB')  =  o, 
ou 

A  -f-B--G  =o,         A'-^B'-^-G'=-o; 

car  on  ne  peut  pas  supposer  BC  —  GB'  =  o  :  ce  serait  en  effet 
réduire  les  deux  coniques  (G)  à  une  seule.  OrA-l-B  +  G  =  o 
signifie  que  la  conique  A^- +  By- +  G^- =  o  passe  par  le 
point  œ  =y=z  z;  donc  enfin  la  transformation 

(    \  _^    _    T    _  _f_ 

y  z'     z'  x'     x' y 

peut  être  définie  géométriquement  comme  il  suit  : 

Soient  S  et  S'  deua^  coniques  passant  par  le  point  de 
concours  des  bissectrices  de  leur  triangle  autopolaire 
commun;  soient  P  et  P'  les  polaires  d^ un  point  {x^y,  z) 
par  rapport  à  ceSideux  coniques  ;  x' ^  y' ,  z'  les  coordonnées 
du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  P  e^  P'  :  on  aura 
précisément  entre  les  coordonnées  des  points  x^  y,  z  et  x' ^ 
y  y  z'  les  relations  {a). 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Soient  r  et  6  les  coordonnées  polaires  d'une  courbe,  r'  et  6' 
d'autres  coordonnées  polaires,  telles  que 

la  courbe  ayant  pour  coordonnées  polaires  r'  et  0'  est  une  transformée 
de  la  première  (pour  n  —  — i,  on  a  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques)  :  deux  courbes  se  coupent  sous  le  même  angle 
que  leurs  transformées,  quel  que  soit  n. 

r  —  acos6  représente  un  cercle  et  r^^  =  a"^cosn%  représente,  pour 
n  —  i,  un  cercle  ;  pour  n  =  —  i ,  une  droite  ;  pour  n  =  2,  une  lemnis- 

cate;  pour  n  —  —  i,  une  hyperbole  équilatère;  pour  n  =  -■>  un  lima- 
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çon  de  Pascal;  pour  n  =  —  -,  une  parabole;  pour  n  ^-  —  -,    une 
caustique  par  réflexion  de  parabole,  etc. 

2.  Le  cercle  osculateur  de  r'«  =  «'«cosmO  intercepte  sur  le  rayon 
vecteur  une  corde  c,  telle  que  l'on  a,  en  appelant  R  le  rayon  de  cour- 
bure, R  =  '-^^^^ ^  c.  (  Allégret.) 

2 

3.  Voici  quelques  propriétés  des  courbes  du  troisième  degré  :  l'équa- 
tion de  toute  courbe  du  troisième  degré  peut  se  mettre  sous  la  forme 

aPY-hXa'13'Y'  =  o, 

a,  [B,  7,  a',  ^',  Y  désignant  des  fonctions  linéaires. 

Si  d'un  point  M  pris  sur  une  courbe  du  troisième  degré  on  mène 
des  tangentes  à  cette  courbe,  par  quatre  points  de  contact  Ai,  A2, 
A3,  Ai  passent  trois  couples  de  droites  dont  les  points  de  concours 
sont  sur  la  courbe;  les  tangentes  en  ces  points  de  concours  passent 
par  un  môme  point  situé  sur  la  courbe  et  sur  la  tangente  en  M. 

(Maclaurin.) 

Si  l'on  mène  d'un  point  les  six  tangentes  que  l'on  peut  mener  à 
une  courbe  du  troisième  degré,  les  six  points  de  contact  (ce  que  l'on 
sait  parla  théorie  des  polaires)  sont  sur  une  conique;  les  six  points 
restants  oii  ces  tangentes  rencontrent  la  courbe  sont  sur  une  autre 
conique  doublement  tangente  à  la  première. 

Lorsqu'une  courbe  du  troisième  ordre  est  à  la  fois  inscrite  et  cir- 
conscrite à  un  triangle  ABC,  le  produit  des  rayons  de  courbure  aux 
sommets  A,  B,  G  est  égal  au  cube  du  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle.  (Mannheim.) 

Les  courbes  du  troisième  ordre  peuvent  être  représentées  par  des 
équations  de  la  forme 

al^Y  -+-  )^a'3  =  o, 

a2-j-  p2_4_.^2_  sXaj^Y  =0. 

A  chacune  de  ces  formes  correspondent  des  propriétés  de  la  courbe 
que  nous  nous  dispenserons  d'énoncer. 

(Pour  plus  de  détails,  on  consultera  avec  fruit  les  Leçons  de  Géo- 
métj^ie  de  Glebch,  recueillies  par  Lindemann.  Traduction  française 
par  Benoîst,  chez  Gauthier-Yillars  et  Fils,  ou  la  Géométrie  analy- 
tique de  M.  Salmon). 

4.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
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est  une  courbe  du  troisième  degré  qui  par  projection  fournit  toutes 
les  courbes  du  troisième  degré.  Cette  courbe  passe  par  les  ombilics. 

(SCHROTTER.) 

5.  Si  l'on  mène  à  une  courbe  algébrique  la  série  des  tangentes 
parallèles  à  une  direction  donnée,  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  de  contact  sera  indépendant  de  cette  direction. 

(Ghasles,  Liguville.) 

6.  Soient  Mi,  M2,  ...  les  points  d'intersection  de  deux  courbes 
algébriques;  soient  R/  et  r/  les  rayons  de  courbure  de  ces  courbes  au 
point  Mi,  Qi  et  co^-  les  angles  que  les  tangentes  à  ces  courbes  en  M/ 
font  avec  un  axe  fixe  :  on  a 


iri /cosî 


COSÛ,-  COSltii 


ri     )  sin-^^ili—  cOi) 
(Liguville,  Journal  de  Mathématiques,  t.  VI.) 
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CHAPITRE  V. 

DES  TRANSCENDANTES  ENGENDRÉES  PAR  L'INTÉGRATION 
INDÉFINIE. 


I.  —  Préliminaires. 

Toute  relation  entre  une  ou  plusieurs  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  ces  variables  et  les  dérivées  des  fonc- 
tions en  question,  est  ce  que  l'on  appelle  une  équation  diffé- 
rentielle. 

Une  équation  différentielle  ordinaire  est  une  relation 
entre  une  ou  plusieurs  fonctions  d'une  seule  variable  et  leurs 
dérivées.  L'ordre  d'une  équation  différentielle  est  l'ordre  de 
la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  entre  dans  cette  équa- 
tion. 

Une  équation  est  aux  dérivées  partielles  quand  elle  con- 
tient des  dérivées  partielles  relatives  à  plusieurs  variables; 
son  ordre  est  celui  de  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  ^qui 
entre  dans  cette  équation. 

Enfin  on  appelle  équations  aux  différentielles  totales 
celles  qui  contiennent  les  différentielles  totales  d'une  ou  de 
plusieurs  fonctions  et  de  leurs  variables. 

Les  solutions  des  équations  différentielles  portent  le  nom 
àHntégrales  de  ces  équations. 

Les  équations  différentielles  les  plus  simples  sont  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  dans  lesquelles  la 
fonction  inconnue  ou  la  variable  n'entrent  pas.  Au  fond,  ces 
deux  cas  n'en  font  qu'un.  En  effet,  toute  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  est  une  relation 

f{x,y,  dx,  dy)  =  o 
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entre  la  fonction  y,  sa  variable  x  et  la  dérivée  ~  ou  les  dif- 

férentielles  dœ^  dy.  Or  on  peut  supposer  à  volonté  que  x  ou 
que  y  est  la  fonction,  et  y  ou  x  sera  alors  la  variable  indé- 
pendante ;  si  donc,  par  exemple,  x  n'entre  pas  dans  l'équation, 
elle  pourra  se  ramener  à  la  forme 

f{y,  dx,  dy)  =  o, 

et,  comme  elle  est  nécessairement  homogène  en  dx  etdy^  on 
peut  en  tirer,  théoriquement, 


dy 
on  en  déduit 


dx 

=  ?(7); 


—  /  ^(y) dy  -{-  const., 


et  X  s'obtient  en  fonction  de  y  au  moyen  d'une  intégration. 
La  question  est  alors  dite  ramenée  aux  quadratures.  Si  y 
n'entrait  pas  dans  l'équation,  on  en  déduirait 

-^z=z^{x),        y  =  I  <\i{x)dx -i- const.  * 

et  le  problème  serait  encore  ramené  aux  quadratures  [à  la 
quadrature  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  <J^(^)].  Le 
nombre  des  fonctions  dont  on  sait  trouver  l'intégrale  est 
restreint;  mais  nous  verrons  bientôt  que  cette  circonstance 
ne  tient  pas  à  l'imperfection  des  méthodes  que  nous  avons 
fait  connaître,  mais  bien  à  ce  que  certaines  intégrales  sont 
des  transcendantes  sui  generis,  que  l'on  est  dans  Pimpossi- 
bilité  absolue  d'exprimer  à  l'aide  des  signes  de  l'Algèbre  et 
de  la  Trigonométrie  employés  en  nombre  fini  ou,  comme  l'on 
dit  quelquefois,  en  termes  finis.  Nous  nous  ferons  comprendre 
en  faisant  observer  que,  si  l'on  ne  connaissait  que  les  fonc- 
tions algébriques,   on  serait  dans  l'impossibilité  de  donner 

l'expression  de  l'intégrale  de  -^7  le  logarithme  de  x  ne  pou- 
vant pas  s'exprimer  algébriquement  au  moyen  de  x. 
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Pour  élargir  le  cadre  du  Calcul  intégral,  nous  étudierons 
dans  les  Chapitres  suivants  les  intégrales  des  fonctions  algé- 
briques qui  sont  des  transcendantes  nouvelles,  afin  de  pou- 
voir les  introduire  dans  les  calculs,  comme  on  a  déjà  introduit 
les  logarithmes,  leurs  inverses  les  exponentielles  et  les  fonc- 
tions trigonométriques,  fonctions  qui  se  seraient,  comme 
nous  le  verrons,  présentées  d'elles-mêmes  dans  l'étude  des 
intégrales  des  fonctions  algébriques  les  plus  simples. 


II.  —  Fonctions  implicites  définies  par  des  équations 
différentielles. 

Considérons  le  système  d'équations  différentielles  si- 
multanées au  nombre  de  v 

|^  =  ?(^,r,-',  ..-,0, 


dz 
dt 


=  6(37,  J,   Z,    ...,   0, 


entre  les  v  fonctions  x,  y,  z,   .  .  . ,  la  variable  t  et  leurs 

j  ,   .    ,      dx    dy  ,  ^  7 ,    .    , 

aerwees  ^-j  -^>  •  •  •?  résolues  par  rapport  a  ces  dérivées. 

Si  l'on  suppose  que^  x^  y,  z,  .  .  .,  ^  variant  respective- 
ment autour  des  points  ^o?  J^o,  ^o?  •  •  • ,  ^o  les  fonctions  (p, 
•/,(!;,  ...  restent  synectiques  par  rapport  à  ces  variables, 
les  équations  (i)  admettront  une  solution,  se  réduisant  au 
système  x  =  ccq^  y  =yo,  z  =  Zq,  .  .  . ,  pour  t  =  to. 

Chacune  des  fonctions  x^  y,  z,  ...  restera  synectique 
à  Vintérieur  d'un  cercle  décrit  du  point  t^  comme  centre 
avec  un  rayon  R  défini  par  la  formule 

R  =  a[i  — e~(v-t-i)Mj^ 

A  désignant  une  quantité  moindre  que  le  plus  petit  des 
modules  de  x  —  x^^y  — yo,  .  .  . ,  pour  lesquels  cp,  y ,  (i;,  ... 
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cesseraient  d^  être  synectiques  autour  des  points  Xq^  y  (^,  .  .  ., 
Iq  et  M  désignant  une  quantité  plus  grande  que  le  plus 
grand  des  modules  maxima  de  o,  y,  à,  .  .  .,  quand  x, 
y,  z,  ...  se  meuvent  dans  les  cercles  de  rayon  A  ayant 
leurs  centres  en  Xq,  y^,  .  .  . ,  ^o- 

Admettons  un  instant  la  propriété  qu'il  s'agit  d'établir,  et 
calculons  les  dérivées  successives  des  fonctions  x^  y^  z,  .... 
Pour  cela  différentions  les  formules  (i),  nous  aurons 


d^x 

dt^ 

do 
^  dx 

dx 

dt 

dy 
^dt-^' 

.  .+ 

d^ 
-dt' 

d^y 
dt'- 

dx 

dx 

'dt 

dy  dy  ^ 
~^  dy    dt 

.  -~ 

Tt' 

ou,  en  remplaçant  -^j^  Jj^  •  •  •  par  leurs  valeurs  (i) 


dt     dt 

d^x  _      do       ^    do 
"dt^  ~  "^  ~dx  ~^  ^^ 'dy 

dt^         '  dx       ^  dy 


On  aurait  de  même  ^7-^5  -,— ?  •••?  en  différentiant  ces  for- 
dt^      dt^ 

mules  (2)  et  en  remplaçant  ^?  -j-,  •  •  •  par  leurs  valeurs  (i), 

.     ,  .         dx     d^x     d^x  .il 

et  ainsi  de  suite,  -j-,  -77-?  -j^^   ..-ne  seront  autre  chose 

que  la  fonction  cp  et  ses  dérivées  totales  successives  que  nous 

représenterons  parcp(^),  cp'(^), '/(^),  ...;de  même-^,  -^,  ••• 

pourront  être  représentés  par  y^{t)^  y/(^)'  •  •  •  ?  ^^  l'on  aura, 
par  la  formule  de  Taylor  supposée  applicable, 

X    —    XQ-^{t    —    tQ)0{tQ) 

{t-toY  (t-t,Y  , 

-^        1.2       ^^'«^"^      I.-2.3     V(^o)--..., 

(3)  l^y=y^^(^t-to)ySto) 
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je  vais  prouver  que  ces  formules  sont  effectivement  àes  inté- 
grales de  (i).  Et  d'abord  je  prouverai  qu'elles  sont  conver- 
gentes : 

En  effet,  on  sait  que  Fon  a  (p.  5) 

-      10»       /_LV    f'""    r'""  g-(a^+p-o+y!:+...)v^-i 

X  (p(:ro-f- Ae^^^,  jo-+-  Ben^^^^  . .  .)  d^r^dT,  .  .  . , 

A,  B,  G,  ...  désignant  des  quantités  moindres  que  les 
rayons  des  plus  grands  cercles  décrits  de  Xq^  yo,  Zq,  ... 
comme  centres  qui  ne  contiennent  pas  de  points  critiques  de 
la  fonction  cp.  Si  dans  cette  formule  on  remplace  l'exponen- 
tielle par  son  module  i,  la  fonction  cp  par  une  quantité  M 
supérieure  à  la  plus  grande  valeur  que  peut  prendre  son  mo- 
dule dans  les  cercles  de  rayons  A,  B,  .  ..,  dont  il  vient  d'être 
question  et  A,  B,  G,  ...  par  une  quantité  A  moindre  que 
chacun  d'eux,  on  aura 

mod  ^        .     I  / 


àx^^d/^ 


0 

ou 


Maintenant  considérons  les  équations 
dx  M 


dt  - 

dy 

(- 

-'-^)(- 

y—yo\ 

A       ) 
M 

■■(- 

-^-")' 

dt 

(- 

-^•)(- 

A       J 

..(.- 

--s^y 

(5) 


de  ces  équations  on  tire  dx  =  dy  =  ...  et,  par  suite, 

•^  —  ^  0  =  jK  —  r  0  =  ^  —  -  0  =  • . .  ; 

L.  —  Traité  d'Analyse,  W . 
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donc 

dx 
~dt  ^ 

M 

/          ^-.roy/           ^-^o\ 

V'     A  A'     A  ; 

et  par  suite 

dx  II- 

.r-^oy       ,j          dt 
A       J         '             t-t, 

En  intégrant  depuis  t  =^  t^,  on  a 

et  les  fonctions  ^,  y,  ...  resteront  sjnectiques,  tant  que 
cette  équation  et  sa  dérivée  relative  à  x  n'auront  pas  de 
racine  commune.  Cette  dérivée  est 

/         x  —  XoY 

la  valeur  de  x  tirée  de  là  et  portée  dans  (a)  donne 

i  +  (v-+-i)Mlog(^i-  ^-^")  =  o, 
OU 


En  résumé,  les  équations  (5)  fournissent  des  valeurs  de 
X,  y,  z,  .  .  .  svnectiques  autour  du  point  t  =  Iq^  et  que  l'on 
peut  développer  en  série  à  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  autour 
de  to  avec  un  rajon  R  fini,  déterminé  par  la  formule 


R<\i  — e    i^+i.'VA. 

Les  formules  (3)  serviront  à  effectuer  les  développements 
de  x^  y,  z,  ...  ;  mais  il  faudra  y  supposer  cp,  y,  ^,  .  .  .  égaux 
,  M 

X  —  Xo 

Revenons  actuellement  aux  équations  (i)  :,  si ,  à  l'aide  de  ces 
équations  on  forme,  comme  il  a  été  expliqué,  les  formides  (3), 
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celles-ci  seront  convergentes,  et  en  effet  on  vient  de  voir 
qu'elles  étaient  convergentes  pour  le  cas  particulier  où  l'on 
remplacerait 

çp,  Y,  (L,  ...  par r =  V. 


{- 


■-        A 


Or,  dans  ce  cas,  i°  les  modules  cp,  y ,  (J>,  .  . .  pour  ^  =  ^o  ne 
peuvent  qu'augmenter,  puisqu'ils  sont  remplacés  par  M  qui 
est  supérieur  à  chacun  d'eux,  2"  les  modules  de  leurs  déri- 
vées ne  peuvent  qu'augmenter,  puisqu'ils  sont  moindres  en 
vertu  de  (4)  que  les  dérivées  de  4>,  à  savoir 


^a+p+...<ï,         of!S!...M 


0  •/  0 
Alors,  en  vertu  des  formules  (i),  (2)  et  de  celles  que  l'on 
obtiendrait  en  les  différentiant  encore,  œ,  -^?  ^772^'  *  *  '  '  y? 
-^j -7^>  •••pour  t=tQj  c'est-à-dire  les  valeurs  des  mo- 
dules des  fonctions  0(^0)5  ^'{^0)7  •  •  •  7  ^(^0)5  ^'(^0)7  •  •  . ,  ne 
peuvent  qu'augmenter  et,  par  suite  [les  séries  (3)  étant  conver- 
gentes après  la  substitution  devaient  l'être  avant],  la  conver- 
gence des  séries  (3)  est  établie;  si  l'on  tire  des  formules  (3) 

les  valeurs  de -^  ?  —-■>  •••  pour  les  substituer  dans  (i),  on  aura 


Mais,  en  développant  les  seconds  membres,  on  a 


[do\       fd'^' 
\di)o'  K'dt^Jo'  " 


/  111  1  ,  /  Z—L  1  ,  . . .  désignant  les  dérivées  totales  de  o  pour 
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t  =  to  prises  en  regardant  œ,  y^  z,  ...  comme  des  fonctions 
de  t  définies  par  les  formules  (3).  Or 

û?cp        drjf   dx        à(û    dy  d^ 

dt  ~  dx  'di    '    dy  ^t  '^'"'^  li' 

si  l'on  fait  ^  =  ^o,  on  a,  d'après  les  formules  (3), 


dx  .    .  dy  .    , 


on  a  donc 


\dtJo 


'  d(Ji>  \  ào  do 

ôxo  '  âyo  '- 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  précisément  ce  que 
nous  avons  appelé  ^'(^o)^  ^t  ainsi  de  suite  ;  la  formule  (6)  est 
donc  identique,  et  par  suite  il  est  prouvé  que  les  formules  (i) 
admettent  une  solution  x^  y^  z^  ...  qui  pour  ^  =:  ^^  se  réduit 
à^ojjKoj  Zqi  ...  et  reste  synectique  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  tant  que  le  module  de  ^  —  ^o  reste  inférieur  à 


a[i  — e    (v+i)m| 


III.  —  Remarques  au  sujet  du  théorème  précédent. 

Il  est  facile  de  prouver  qu'il  n'existe  qu'un  seul  système 
de  valeurs  de  x^  y-i  z,  .  .  . ,  monodromes,  satisfaisant  aux 
équations  (i)  et  se  réduisant  à  Xq^  y^,  .  .  .  pour  t  =  Iq.  En 
effet,  s'il  existait  un  second  s^^stème  jouissant  de  cette  pro- 
priété, on  pourrait  le  représenter  par  :2;  +  ?,  JK  +  '^m  ^  -h  Ç,  •  •  •  » 
on  aurait  alors 

\  =  o,         ir)=o,  C  =  o, 

pour  t  =  Iq,  et 

dx       d\  ^ 

rf^  +  *  =  f^^^^'^+^'---)' 

d'où  l'on  conclurait,  en  vertu  de  (i), 
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Remplaçons  dans  ces  formules  x,y,  z,  ...  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  ^,  on  aura 


dt  " 

^  dx 

4--- 

dr, 
dt 

"  dx    ' 

-'^ry^-' 

pour  ^  =  ^oî  ij  '"o  S?  •  •  •  sont  nuls  :  donc  -A^  -^f  •  •  •  le  sont 

aussi  :  ç,  Tj,  Ç,  ...  sont  donc  de  la  forme  (t  —  tQ)^A,  où  a  est 
au  moins  égal  à  deux,  ce  qui  est  absurde.  En  effet,  dans  les 
équations  précédentes,  les  seconds  membres  sont  d'ordre  plus 
élevé  par  rapport  à  ^  —  ^o  fj^e  les  premiers. 

La  démonstration  du  théorème  fondamental  que  nous 
venons  de  donner  est  due  à  Gauchy;  mais  nous  avons  profité 
de  quelques  simplifications  apportées  par  Briot  et  Bouquet 
(  Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques). 

IV.  —  Sur  l'existence  et  rexpression  des  fonctions  implicites. 

Du  théorème  démontré  (§  II)  résulte  la  synecticilé  des 
fonctions  implicites.  En  effet,  considérons  les  équations 

fi  =  o,  /2  =  0,  ...,  //i  =  0, 

dans  lesquelles  f^,  .  .  . ,  f,t  désignent  des  fonctions  de  /2  +  i 
variables  jki,  yo?  -  -  -  ■>  yn  et  ^;  ces  équations  définissent  n 
fonctions  implicites  y^,  y 2-,  •••  de  ^;  ces  fonctions  sont 
synectiques,  car  elles  satisfont  aux  équations  différentielles 


dx        dyi  -^  ^ 

àfi      , 

dfn           dfn       ,      , 

dx        dyi^'    '  ' 
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OU  bien 


(0 


A  ^/l  A  ^A  A  ^/"^ 


dans  lesquelles  Ail,  A,  2,  ...  ont  des  valeurs  bien  déterminées 
si  l'on  n'a  pas 

et  elles  seront  développables  suivant  les  puissances  entières 
de  ^  — Xq  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon 

/  1 


R  =  aI^i  — e    »i(«+i) 

A  désignant  le  plus  petit  des  modules  x  —  Xq^  y^  — ^  JKiO'  •  •  • 
pour  lesquels  les  seconds  membres  de  (i)  cesseraient  d'être 
synectiques  et  M  désignant  le  module  maximum  de  ces  fonc- 
tions quand  x^  y^^  y2-,  ...  se  meuvent  dans  des  cercles  de 
rayon  A  ayant  leurs  centres  en  ^o?  JKio?  JK20»  •  •  •  î  enfin  j/<oj 
y 20  sont  les  valeurs  de  jki,  JK21  •  .  •  pour  x  =z  Xq. 


V.  —  Remarque  fondamentale  au  sujet  des  divers  contours 
d'intégration  que  peut  suivre  une  variable. 

En  vertu  d'un  théorème  connu  de  Caucliy,  l'intégrale 
d'une  fonction  f{z)  prise  entre  Zq,  Z  reste  la  même  quand 
on  déforme  d'une  manière  continue  le  contour  d'intégration, 
pourvu  que  ce  contour  ne  franchisse  pas  de  point  critique  de 
la  fonction. 

Cela  posé,  imaginons  un  contour  d'intégration  quelconque, 
ZqTj;  sur  ce  contour  appliquons  un  fîl  flexible  attaché  en  z^ 
et  fixé  en  ce  point;  au  point  Z  fixons  un  anneau  et  faisons 
passer  l'extrémité  du  fil  par  cet  anneau.  Supposons  que  la 
fonction  f  n'ait  que  des  points  critiquies  isolés  (nous  n'au- 
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rons  pas  dans  la  suite  d'autres  cas  à  considérer)  ;  en  ces  points 
critiques  fichons  des  piquets  ronds;  cela  fait,  tirons  sur 
notre  fil. 

Le  fil  va  changer  de  forme,  et,  pendant  sa  déformation,  il 
représentera,  à  chaque  instant,  un  nouveau  contour  d'inté- 
gration fournissant  toujours  la  même  valeur  de  l'intégrale, 
puisque,  grâce  aux  piquets  fichés  aux  points  critiques,  le  con- 
tour d'intégration  représenté  par  le  fil  n'a  pu  franchir  un  tel 
point. 

Supposons  maintenant  que  notre  fil  soit  complètement 
tendu  :  il  affectera  la  forme  générale  d'un  polygone  ayant 
pour  côtés  les  droites  joignant  les  points  critiques,  d'une 
droite  joignant  le  point  ^o  à  un  point  critique  et  d'une  droite 
joignant  un  point  critique  au  point  Z. 

Lâchons  le  fil  en  Z,  puis,  appliquant  un  piquet  sur  chacun 
des  côtés  du  polygone,  ramenons  ce  piquet  en  ^o  en  entraî- 
nant le  fil;  passons  ensuite  successivement  le  piquet  entre  le 
fil  et  les  piquets  fichés  aux  points  critiques  qu'il  pourrait 
embrasser  une  ou  plusieurs  fois  et  ramenons  le  piquet  mobile 
en  Zq  en  entraînant  les  brins  de  fil.  Le  contour  d'intégration 
représenté  par  le  fil,  en  se  déformant,  ne  franchit  toujours  pas 
de  point  critique,  et  notre  intégrale  prise  le  long  du  contour 
définitif  a  la  même  valeur  que  l'intégrale  prise  le  long  du 
contour  primitif. 

Le  contour  d'intégration  affecte  alors  la  forme  d'une  série 
de  boucles  entourant  les  points  critiques,  que  l'on  peut 
considérer  comme  des  lacets,  et  d'une  ligne  ordinairement 
droite  allant  de  Zq  à  Z.  Il  n'y  aurait  d'exception  à  cette  règle 
que  s'il  se  trouvait  un  point  critique  sur  la  droite  ZqX\  le 
chemin  rectiligne  ZqIj  pourrait  alors  être  remplacé  par  un 
chemin  légèrement  courbe  ne  passant  pas  par  le  point  cri- 
tique. De  là  résulte  cette  proposition  fondamentale  : 

Théorème.  —  Lorsqu  on  veut  intégrer  la  fonction  f{z) 
entre  les  limites  Zq  et  Z,  tout  contour  peut  être  ramené, 
sans  cJianger  la  valeur  de  V intégrale,  à  une  suite  de  lacets 
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enveloppant  les  points  critiques,  ayant  leur  entrée  en  z^ 
et  au  chemin  rectiligne  Zq7j. 


VI.  —  Des  transcendantes  auxquelles  conduit  l'intégration 
des  fonctions  rationnelles.  —  Logarithmes. 

Le  problème  qui  se  présente  au  début  du  Calcul  intégral 
est  l'intégration  des  fonctions  rationnelles.  Pour  le  résoudre, 
il  est  naturel  de  décomposer  ces  fonctions  en  éléments  simples 

de  la  forme  kx^  et  ^ -,  où  a,  A,  jn,  n  désie^nent  des 

constantes,  dont  les  deux  dernières  sont  des  entiers.  Chacune 
de  ces  fonctions  simples  peut  être  intégrée  ;  toutefois,  quand 
/z  =  I ,  on  est  conduit  à  la  considération  de  la  fonction 


/: 


dx 


que  l'on  ramène  facilement,  par  un  changement  de  variable,  à 


.("ï  ^( 


dz 

z 


Cette  fonction  est  la  fonction  logarithmique;  bien  qu'elle 
nous  soit  parfaitement  connue,  il  ne  sera  pas  inutile  de  dé- 
duire ses  propriétés  de  l'équation 


.^dz 


,( 


de  prouver  que  cette  fonction  ne  peut  pas  s'exprimer  en 
fonction  algébrique  de  x  et  de  montrer  qu'elle  constitue  une 
transcendante. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  paragraphe  précédent, 
tout  contour  d'intégration  conduisant  de  i  à  jc  peut  être 
ramené  à  une  série  de  lacets  ajantleur  entrée  au  point  i  enve- 
loppant le  point  critique  o,  et  au  contour  rectiligne  allant  du 
point  I  au  point  x.  Appelons  u  la  valeur  de  l'intégrale  prise 
le  long  de  ce  dernier  chemin. 
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L'intégrale  prise  le  long  du  lacet  se  compose  :  i**  de  l'inté- 


grale 


prise  le  long  d'un  bord;  2"  de  l'intégrale  prise  le  long  du 
cercle,  laquelle  est  égale  à  ±  i-tzsJ —  i  multiplié  par  le  résidu 
de  -  ou  I  ;  3*^  de  l'intégrale 

'dz 


I 


prise  le  long  de  l'autre  bord,  cette  intégrale  détruit  la  pre- 
mière; en  tout  on  a  donc,  pour  l'intégrale  prise  le  long  du 
lacet,  ±  iTzs/^—  I ,  suivant  que  le  lacet  a  été  parcouru  dans  le 
sens  direct  ou  rétrograde. 

Supposons  que  le  lacet  ait  été  parcouru  m  fois  dans  un 
sens,  n  fois  dans  un  autre,  et  que  l'on  ait  ensuite  parcouru  le 
chemin  rectiligne;  on  voit  que  la  valeur  de  l'intégrale  sera 

2Ntc  y/ —  I  -f-  u, 

N  représentant  la  différence  des  entiers  m  et  n,  et  u  repré- 
sentant l'intégrale  prise  le  long  du  chemin  rectiligne  qui  va 
du  point  I  au  point  z.  L'intégrale  a  donc  une  infinité  de 
valeurs. 

Si  Ton  appelle  y  le  logarithme  de  x^  en  sorte  que 


r 


'  d2 

y- 


la  fonction  inverse  x  àe  y  pourra  être  désignée  par  e/  et,  en 
vertu  d'un  théorème  connu  (p.  1 27),  ey  sera  monodrome,  mo- 
nogène, finie  et  continue  dans  toute  l'étendue  du  plan,  excepté 
pour  X  =z  o  et^  =  a);  mais  alors  y  est  infini.  D'après  ce 
que  l'on  a  vu  tout  à  l'heure,  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  N, 

et  la  fonction  e^'  est  périodique;  sa  période  est  2Tcy/ —  i. 


i38 

CHAPI 

TRE     V. 

L 

'équation 

dx 

h 

X 

dy 

y 

OU 

d{\0^ 

qui 

peut  aussi  ; 

s'écrire 

y 

dx  -^x 

dy  =  o 

OU 

d  xy  =  o 

montre  que  log^' +  logjK  et  xy,  ayant  leurs  différentielles 
nulles  en  même  temps,  sont  constantes  en  même  temps;  on 

peut  donc  poser 

]ogx-]-[ogy=f(xy), 

f  désignant  une  fonction  que  nous  déterminerons  en  faisant 
^  =:  I ,  alors  log^  =  o,  et  l'on  a 

logr  =  /(r); 

la  fonction /est  donc  un  logarithme,  et  l'on  a 

log^  +  logjK  =  logrrjK. 

Par  suite,  si  l'on  pose  log.r  =  u^  logJK  =  t^  on  a 

w  -h  p  =  log(e'*e^) 
ou  enfin 

Comme  on  le  voit,  la  théorie  des  exponentielles  et  des  loga- 
rithmes découle  de  la  façon  la  plus  simple  des  principes 
élémentaiï^s  du  Calcul  intégral. 

La  fonction  logx  ne  saurait  être  algébrique,  son  inverse  e^ 
par  suite  non  plus  ;  en  effet,  pour  une  même  valeur  de  x,  une 
fonction  algébrique  de  x  n'a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs 
se  permutant  les  unes  dans  les  autres. 

VII.  —  Transcendantes  auxquelles  on  est  conduit  par  l'intégration 
des  fonctions  algébriques.  —  Intégrales  abéliennes. 

On  sait  intégrer  les  fonctions  rationnelles  à  l'aide  de  la 
transcendante  logarithmique.  Il  y  a  lieu  de  chercher  à  inté- 
grer les  fonctions  algébriques;  mais,  quand  on  aborde  ce  pro- 
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blême  général,  on  le  trouve  hérissé  de  difficultés  :  tout  porte 
à  croire  que  les  intégrales  des  fonctions  algébriques  défi- 
nissent des  transcendantes  nouvelles. 

On  a  donné  le  nom  d'intégrales  abéliennes  aux  intégrales 
des  fonctions  algébriques  irrationnelles. 


VII.  —  Intégrales  des  fonctions  algébriques  du  second  ordre 
des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques. 

Soit  j^  une  fonction  algébrique  du  second  ordre  définie  par 
l'équation 

(0  Xo72-FXi7-4-X2=0, 

Xo,  X<,  X2  désignantdes  polynômes  de  degrés  o,  i,  2. 
Toute  intégrale  de  la  forme 

(2)  Jf{x,y)dx, 

dans  laquelle  j^  désigne  une  solution  de  l'équation  (i)  pourra 
s'obtenir  au  moyen  des  fonctions  algébriques  et  logarith- 
miques. 

X, 

D'abord,  en  supposant  jk  =  w ^  ?  l'équation  (i)  devient 

Xo  W2  +  X2  -f-    ^^    =3  O, 

et  ?/-  n'est  autre  chose  que  la  racine  d'un  polynôme  du  se- 
cond degré;  l'intégrale  (2)  est  donc  l'intégrale  d'une  fonction 
rationnelle  de  x  et  d'un  radical  de  la  forme  \jax-  -f-  bx  -h  c; 
on  a  vu  que  l'intégrale  (2)  dépendait  algébriquement  et 
même  rationnellement  des  intégrales  simples 

r^      dx  r^      dx  r^      dx 

Jq      \/  \  —  x^        Jq     /  [  4-  ;r2        Jq     sJx'^  —  I 

lesquelles  pourraient  elles-mêmes  être  rendues  intégrales  de 
fonctions  rationnelles. 
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Nous  allons  étudier  directement  la  fonction   arcsin^  dé- 
finie par  l'équation 


(3) 


Inx  =    j 


dx 


v/i  — :r2 


le  radical  étant  censé  égal  à  -h  i  quand  x  est  égal  à  sa  limite 
inférieure.  Voyons  d'abord  combien  de  valeurs  cette  fonction 
peut  prendre  pour  chaque  valeur  de  x  :  tous  les  chemins 
qui  conduisent  de  O  en  x  peuvent  se  ramener  à  des  lacets 
suivis  du  chemin  rectiligne  Ox.  Soit  u  la  valeur  de  l'intégrale 
prise  le  long  de  ce  chemin  rectiligne  :  la  fonction  placée  sous 

le  signe    /   a  deux  points  critiques  —  i  et  +  i,  qui  donnent 

lieu  à  deux  lacets  (p.  iS^). 

Considérons  l'un  d'eux   bdfca  {fig-   5),  le  radical  étant 
censé  pris  avec  la  valeur  -|-  i  pour  la  valeur  initiale  ^  =  o; 


Fig.  5. 

y 


+1 


l'intégrale  prise  le  long  du  bord  bd  sera 


dx  TT 


L'intégrale  prise  le  long  du  cercle  est  nulle;  l'intégrale  rela- 
tive au  bord  ca  est  égale  à 


.(' 


dx 


v/l  — ^2  '2 

En  effet,  quand  la  variable  z  a  tourné  le  long  du  cercle  dfc^ 
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le  radical  a  pris  en  c  un  signe  contraire  à  celui  qu'il  possédait 
en  d^  et  c'est ~=:z^  qu'il  faut  intégrer  le  long  de  ca.  L'in- 

—  y/i  —  ic2 

tégrale  relative  au  lacet  +  i  est  donc  iz.  On  verrait  de  même 
que  l'intégrale  relative  au  lacet  — i  est  — tt. 

Maintenant  supposons  que  la  variable  z,  après  avoir  dé- 
crit le  lacet  +  i ,  décrive  encore  ce  lacet  :  le  radical  prend  à  la 
sortie  du  lacet  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire  à  celle 
qu'il  avait  à  son  entrée;  si  z  décrit  alors  une  seconde  fois  ce 
lacet,  l'intégrale  croîtra  non  pas  de  tt,  mais  de  — ir,  ce  qui 
donnera  o  pour  sa  valeur  totale,  après  avoir  décrit  deux  fois 
le  lacet;  si  l'on  décrivait  une  troisième  fois  le  lacet,  on  trou- 
verait de  nouveau  iz  pour  valeur  de  l'intégrale,  et  la  valeur  du 
radical  à  la  sortie  serait  —  i ,  et  ainsi  de  suite. 

Si  z,  après  avoir  décrit  le  lacet  -4-  i,  décrit  le  lacet  —  i , 
l'intégrale  prendra  la  valeur  tt  —  (  — -)  ou  stt,  et  le  radical 
reprend  à  l'origine  la  valeur  4-  i . 

D'une  manière  générale,  appelons  A,  B,  G,  ...  les  valeurs 
de  l'intégrale  prise  le  long  de  l'un  des  deux  lacets,  et  suppo- 
sons que,  après  avoir  parcouru  plusieurs  fois  dans  un  ordre 
quelconque  les  lacets^  la  variable  z  décrive  le  contour  recti- 
ligne  Ox,  l'intégrale  prendra  la  valeur  générale 

A  —  B  +  G  —  D...=hFzpw 

le  signe  +  ou  —  étant  mis  devant  u,  suivant  que  le  nombre 
des  intégrales  A,  B,  C,  ...  est  pair  ou  impair. 

On  peut  toujours  supposer  que  A^  B,  B  ^  C,  C  ^  D,  .  .  . , 
car  il  serait  inutile  d'écrire  des  termes  qui  se  détruisent; 
or  A  =  — B  r=  G  =...:==:=-  Tc  :  douc  la  valeur  générale  de 
l'intégrale  que  nous  avons  appelée  arc  sin^  est 

inT.-\-u        ou        (2/1 +  1)71  —  M, 

n  désignant  un  entier.  La  fonction  inverse  de  arcsin^r  ou 
sin?/ jouira  donc  des  propriétés  suivantes  : 

sin(2/nr  +  m)=  sinw, 

si  n  (2/171 -i- TT — u)=s\nu. 
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Il  est  facile  de  A'oir  d'ailleurs  que  la  fonction  sm  ii  =  x. 
définie  par  l'équation 


<«  ^  ^:=v/- 


[équivalente  à  (3)  si  l'on  ajoute  que,  pour  w  =  o,  on  a  ^  =  o] 
est  monodrome.  Il  ne  pourrait  y  avoir  d'exception  à  cette 
règle  que  si  x  se  trouvait  dans  le  voisinage  des  points  —  i  et 
+  I  (p.  12^)  ;  mais,  si  l'on  pose  x  =  i  —  ^-,  on  a 


ou 

pour  ^=1,5  =  0.  Or  ?  est  monodrome  autour  du  point  pour 
lequel  on  a  ^  =  0;  donc  x  est  aussi  monodrome  autour  du 
point  pour  lequel  x  =  i  \  on  verrait  de  même  que  x  ne  cesse 
pas  d'être  monodrome  autour  du  point  —  1  ;  ainsi  l'équa- 
tion (3)  définit  sin^  comme  fonction  de  u  monodrome  dans 
toute  l'étendue  du  plan. 


IX.  —  Formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie. 

La  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie  rectiligne 
peut  se  déduire  du  Calcul  intégral.  Ainsi,  en  posant 


Jn        V/I  —  ^ 


=  arcsinip 

2 


et  en  adoptant  cette  formule  comme  définition  de  arcsinj:, 
on  aura,  pour  intégrale  de  l'équation 

,  .  dx  dy 

(i)  -7==  +    /  =  o» 

v/i  — 072        y/i— jk2 

l'équation 

(2)  arcsin^  H- arcsinjK  =  arcsinc, 
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OÙ  c  désigne  une  constante.  Mais  on  peut  intégrer  autrement 
la  formule  (i)  et  l'écrire 

dx  sj  s. — y''- -^  dy  \l  \  —  x''- ~  o 


OU 


I  dx^i—y^-\-  I  dysl 


i  —  x^  =  a. 


a  désignant  une  nouvelle  constante;  en  intégrant  par  parties, 


on  a 


37/1  —  y^  -^  y  s/i  —  ^-  —  /  . 


dx  dy 

xy\  ,  .^ 


\l  i  —  x'^        y/i  —  y'' 
OU,  en  vertu  de  (i), 

^  /i  —  y''- -T- y  \J \  —  x"^  r=  a\ 

(2)  montre  que,  pour  ^  =  o,  y  =  c;  si  Ton  fait  ici  ^2;  =^  o,  on 
a  y  ^  a  :  donc  a^=  c^  et  par  suite 

(3)  x\/i — y^ -^  y  ^  ^  —  572  =  c. 

En  appelant  alors  sin^  la  fonction  inverse  de  arc  sin^  et  en 
posant  arc  sin^  :=  a,  arc  s'iuy  =  b, 

a  -^  b  ^=^  arc  sine; 
on  a,  au  lieu  de  (3), 


sin<2  y/i  —  sin^ô  H-  sinô  /i  —  sin^a  —  sin(a  4-  6). 

Les  signes  des  radicaux  se  vérifient  en  faisant  successivement 
ar=o,  b  =  o.  C'est  la  formule  fondamentale  de  la  Trigono- 
métrie. 


X.  —  Intégrales  des  fonctions  algébriques  de  genre  zéro. 

On  a  vu  que  les  fonctions  algébriques  pouvaient  se. classer 
par  genres  (p.  82).  Les  fonctions  de  genre  zéro  sont  définies 
par  des  équations  algébriques  représentant  des  courbes  uni- 
cursales,  et  l'on  sait  que,  si  jr  est  fonction  algébrique  de  x  de 
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genre  zéro,  on  peut  exprimer  ^  et  y  en  fonction  rationnelle 
d'un  même  paramètre  t.  L'intégrale 


y  dx 
ou  même  cette  autre 


I' 


U  ^  j  ¥{x,j)dx, 


dans  laquelle  F  désigne  une  fonction  rationnelle,  peut  tou- 
jours être  calculée  au  moyen  des  signes  ordinaires  de  l'Algèbre, 
y  compris  le  signe  log,  c'est-à-dire  en  termes  finis;  en  effet, 
si  l'on  remplace  x  et  y  par  les  fonctions  rationnelles  (f(t)  et 
tj>(^),  on  trouve 

U=  fPi^,  ^)i{t)dt, 

la  quantité  placée  sous  le  signe  /  étant  rationnelle  en  ^j  on 
en  conclut  que  : 

Théorème.  — ■  Les  fonctions  rationnelles  de  x  et  d^ une 
fonction  de  genre  zéro  peuvent  toujours  s'intégrer  en 
termes  finis. 

XI.  —  Intégrales  des  fonctions  algébriques  de  genre  1. 

Les  intégrales  des  fonctions  algébriques  de  genre  zéro 
n'engendrent  pas  de  transcendantes  nouvelles;  elles  peuvent 
s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  algébriques  et  logarith- 
miques. Il  n'en  est  pas  de  même  des  intégrales  des  fonctions 
de  genre  un  et  a  fortiori  àes  intégrales  des  fonctions  de  genre 
supérieur,  comme  nous  ne  tarderons  pas  à  le  démontrer. 

Les  intégrales  des  fonctions  de  genre  i  méritent  d'être 
étudiées  à  part  :  on  leur  a  donné  le  nom  d'intégrales  ellip- 
tiques. Si  jK  désigne  une  fonction  de  x  de  genre  i ,  x  el  y 
pourront  s'exprimer,  comme  l'on  a  vu  (p.  88),  en  fonction 
rationnelle  d'un  paramètre  t  et  d'un  radical  R  de  la  forme 


sfatJ*'^-  bt'^  -i-  cf^  -\-  dt  -\-  e, 
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a,  b,  c,  d,  e  désignant  des  constantes,  en  sorte  que,  siF(x,y) 
désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  dey,  l'intégrale  ellip- 
tique 

\j  ^=  1  F{x,  y)dx 

pourra  se  ramener  à  la  forme 

^(^,  R)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  t  et  de  R. 


XII.  —  Sur  l'impossibilité  d'exprimer  les  fonctions  abéliennes 
au  moyen  des  signes  ordinaires  de  l'Algèbre. 

Les  théories  que  nous  allons  exposer  sont  dues  àLiouville 
(^Journal  de  Crelle,  t.  12  et  13;  Académie  des  Sciences  de 
Paris,  24  juin  1837). 

Liouville  appelle  transcendantes  de  première  espèce  les 
fonctions  algébriques  de  e"i,  e"^  .  .  . ,  logw,,  log«2)  -  -  '^U\i 
U2^  •  .  • ,  les  lettres  u^,  u-,,  .  .  .  désignant  des  fonctions  algé- 
briques. On  appelle  transcendantes  de  seconde  espèce  les 
fonctions  algébriques  de  e^,e^2,  .  .  .  ,logt^i  ,log^25  •  .  •  ,^0  .  •  • , 
les  lettres  v^^v^-,  -  ■  -  désignant  des  transcendantes  de  première 
espèce, etc. 

Ceci  posé,  nous  allons  chercher  la  condition  pour  que  l'in- 
tégrale abélienne  l  ydx^  où  y  est  une  fonction  algébrique, 

soit  exprimable  par  le  moyen  des  fonctions  algébriques  expo- 
nentielles ou  logarithmiques. 

Supposons  d'abord  1  y  dx  exprimable  en  fonction  algé- 
brique de  fonctions  de  première  espèce,  et  soit 


(I) 


j ydx=f{x,  e".,  e"i,  ...,  logWi,  logWa, 


Rien  n'empêche  de  supposer  qu'entre  e"',  e"-,    .  .  .,  logi/, 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV  10 
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logWo?  .  •  •  il  n'existe  pas  de  relation  algébrique,  sans  quoi, 
s'il  en  existait  une,  on  pourrait  remplacer  log?^i ,  par  exemple, 
par  sa  valeur  au  moyen  des  autres  transcendantes. 

Je  dis  que  la  fonction  e"»  ne  saurait  figurer  dans  le  second 
membre  de  (i);  en  effet,  remplaçant  y  par  o(e"i,  ^)  ou  même 
par  o(B,  x)  en  posant  e"i  =  B,  on  aura 


j' 


y  dx  —  Ç5 ( 0 ,  x) 
et,  en  différentiant, 

où  nous  désignons,  pour  abréger,  par  o,  et  Oo  les  dérivées 

-|j  -~;  mais  celte  formule  (2)  ne  saurait  avoir  lieu,  puisque 

elle  établirait  une  relation  algébrique  entre  nos  transcen- 
dantes, ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse,  à  moins  que  les 
exponentielles  qui  y  figurent  dans  les  signes  fonctionnels  ne 
disparaissent  identiquement.  Si  ces  exponentielles  dispa- 
raissent, on  peut  remplacer  8  par  [j.Q  ou  même  par  une  quan- 
tité quelconque,  sans  troubler  l'égalité  (2),  et  l'on  a  alors 

(3)  j  ==  '.,(6,  ^)0^  -  H%  X)  =:  cpKlxe,  ^)1^0^  -f-  cp.dxO,  x); 

d'où  l'on  conclut,  en  intégrant, 

cp(0,  x)  —  -Çd-"-^?  x)  -^  const..; 
la  constante  dépendra  en  général  de  [j.,  et  l'on  aura 

(4)  ?(9,^)-=  ?(!JlOj  ^')+^(l^)• 
Il  ne  faut  pas  oublier  que  (3)  est  une  identité;  (4)  doit  donc 
aussi  être  identique  et  avoir  lieu  quel  que  soit  8  ;  on  peut  alors 
supposer  0  -=  i  :  on  a  alors 

ce  qui  détermine  ^([J^)',  (4)  devient  alors 

ç(0,  a?)  —  o(  1 ,  :r  I  =  ^((J-ô,  oc)  —  ç/(  a,  a?  j. 
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Si  l'on  différentie  successivement  par  rapport  à  0  et  jji,  on  a 

cpi(0,  a?)     —  fjicpi(6|jL,  ;r), 
6cpi({j.6,  x)  --=  Qi(|j.,  x)\ 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  cp,  (Q|ji,  x)^ 

[j.cpi([jL,  x)  =  0cpi(6,  x)  =  const.  =  a. 


Ainsi 


et,  en  intégrant, 


?l(0,^)  =  f: 


0(6,  x)  =  a  log6  -h  6, 

^  désignant  une  nouvelle  constante;  on  a  donc 

o  (6,  x)  =  a  loge"i  ^-  b  ~  aux  -f-  6  ; 

la  fonction  cp  ne  contient  donc  pas  d'exponentielles;  donc  : 

Une  intégrale  abélienne  ne  peut  pas  contenir  cV expo- 
nentielles dans  son  expression,  si  elle  est  transcendante  de 
première  espèce. 

Supposons  maintenant  que  B  =  logz^o  et,  explicitant  cette 
fonction,  posons 


(0 


\  ydx  =  cp(0,  .r), 
/A        ^         ^?  /n  ^? 

En  dilTérentiant  (1),  on  a 

j  =  c)i(Ô,  :r) '-  +  cp2(6,  a?); 

le  second  membre  de  cette  formule  doit  être  indépendant 
de  9  :  on  peut  donc  y  remplacer  0  par  9  -f-  [i.  et  l'on  a  identi- 
quement 

Çpi(0  -f-   IJ.,   X)   --   4-  CP2(Ô  -t-   [Jl.,    x)  =  e>i(0,    ^}   —   -f-  C32(0,  37). 
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En  intégrant,  on  a  alors 

^(|ji)  désignant  une  constante  par  rapport  à  ^;  si  l'on  fait 

9  =  0;,  il  vient 

o{]x,  x)  ^  0(0,  x)-\-^{]x), 

d'où,  par  soustraction, 

Cp(6  4-  [J.,  x)  —  ^(  [■«.,  37)  =  cp(6,  x)  —  ©(o,  x). 

Si  l'on  différentie  alors  successivement  par  rapport  à  jjl 
et  Q,  on  a 

cpi(6  ^  [J.,  x)  — C&i([J.,^)  =  o, 

oi(0  +  [X,  ;r)  — cpi(0,  :r;  =  o; 
donc 

(2)  cpi([jL,  a?)  —  cpi(6,  ^)  =  const.  =  a, 

d'où 

cp(e,  X)  ==  a^-^b, 

a  et  b  désignant  des  constantes  d'intégration,  c'est-à-dire  des 
quantités  indépendantes  de  8,  mais  pouvant  dépendre  de  œ. 
On  a  donc 


(3) 


cp(6,  x)  =  j ydx  —  a  log  Wj  -h  b. 


Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  prouver  que  a  est  co'nstant. 
En  effet,  en  vertu  de  (2),  on  peut  poser 

çpi(0  -^  ]x,  x)  —  a, 

|JL  désignant  une  constante;  on  a  donc 

çp(0  H-  [JL,  ar)  =  a6  -h  bi. 

Changeant  Q  en  B  —  [Ji,  on  aura 

cp(6,  x)  =  J  y  dx  =  a{b  —  ik)  -h  bû 
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or  les  valeurs  de  fydx  données  par  cette  formule  et  par  (.^) 
ne  peuvent  différer  que  par  une  constante;  donc 

a^  -\-  b  —  a(6  —  |x)—  ^i  =  const.; 

donc  a\k-^  b  —  b^  doit  être  constant  quel  que  soit  [x,  et,  en 
particulier,  en  supposant  u.  constant, 

da    ^    d(  b  —  bi)  _ 
^  dx    '  dx 

quel  que  soit  [j.  ;  par  suite  ^  =  o  et ^ ^  =  o;  donc  a  est 

bien  un  nombre  constant.  Donc  : 

Théorème.    —   Si  V intégrale  j y  dx  est  une  transcen- 
dante de  première  espèce,  on  a  forcément 

j  y  dx  =  Uq  -!-  Ailog^i-^  A2  logMo  ■+-..., 

«0?  i^i5  «25  •••  désignant  des  fonctions  algébriques  K^, 
A2,  ...  des  constantes. 

Ce  premier  théorème  est  de  Liouville. 

Maintenant   supposons    l'intégrale  /jk  <^^    exprimable    au 
moyen  d'une  transcendante  de  seconde  espèce,  on  pourra  poser 

j  y  dx  —  o(ew,,  e'^.,  . . .,  logwijlogw,,  . .  •), 

cp  désignant  une  fonction  algébrique  de  fonctions  de  pre- 
mière espèce  et  de  e"i,  e";,  ...,  log?^<,  lo^u-^^  •••,  etz^,, 
u^,  ...  les  u  désignant  non  plus  des  fonctions  algébriques, 
mais  des  transcendantes  de  première  espèce. 

On  prouvera,  comme  tout  à  l'heure,  que  e"i,  e"-,   ...   ne 

peuvent  pas  figurer  dans  l'expression  de  1  y  dx  et  c[uelog?^4, 

log;/2î  •  •  •  ïi'y  entrent  que  sous  forme  linéaire  avec  des  coef- 
ficients constants,  en  sorte  que 

/  y  dx  =  Uq  h-  Ailogi^i  -i-  A2log ^2  -H. .  -, 
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Uq,  iii,  U2,  ...  désignant  des  transcendantes  de  première 
espèce.  Or  Liouville  trouve  encore  que  Uq^  u^,  .  .  .,  u,j  sont 
simplement  algébriques;  la  démonstration  se  fait  en  posant 


/ 


y  dx  =  (5(6^^,  a?)=  o(0,  x), 


V  désignant  l'une  des  fonctions  algébriques  qui  figurent  dans 
z/o,  U\^  i/o,  •  ■  ''  en  employant  le  même  mode  de  démonstra- 
tion que  tout  à  l'heure,  qui  réussit  grâce  à  ce  que  les  dérivées 
de  o  sont  algébriques  par  rapport  à  u^^  112-,  .  .  . ,  on  prouve 
que  &'  ne  doit  pas  figurer  dans  u^^  Wo?  ...  ;  on  voit  de  même, 
en  posant 

j y  dx  =  o(]ogP,  x)  =  cp(0,  x), 

que  B  ne  peut  entrer  dans  j  ydx. 

Le  même   raisonnement  s'appliquerait  au  cas    où  i  y  dx 

serait  supposée  transcendante  de  troisième  espèce,  et  ainsi 
de  suite  ;  donc  enfin  : 

Théorème  II.  —  Si  une  intégrale  abélienne  est  expri- 
mable à  V aide  des  signes  de  V Algèbre  ordinaire  en  y 
adjoignant  les  signes  logarithmiques  ou  trigonomé- 
triques,  elle  est  nécessairement  de  la  forme 

(H)  j  y  dx  —  Uo  -":-  Ailogwj  -h  A2  logwa  H-. .  ., 

Wo,  Ui^  U2,  '  •  •  désignant  des  fonctions  algébriques  et  A.<, 
Ao,  ...  des  constantes. 

Abel  a  prouvé  que  Uq,  «1,  .  .  .,  u„  étaient  des  fonctions 
rationnelles  de  x  et  de  y.  Pour  le  voir,  il  suffit  d'exprimer 
i/o 7  ^1 5  •  •  •  ^^^  fonction  rationnelle  d'une  même  fonction  algé- 
brique )v.  Cette  fonction  \  satisfera  à  une  équation  irréduc- 
tible à  coefficients  entiers  en  x;  mais  il  est  clair  que  l'on 
pourra  d'une  infinité  de  manières  s'arranger  de  telle  sorte  que 
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ses  coefficients  contiennent  y.  Piien  n'empêche  de  supposer 
cette  équation  A  :=  o  irréductible  en  \;  or,  si  l'on  différentie 
l'équation  (H),  on  obtient  une  relation  rationnelle  en  x,y, 
X,  qui  peut  servir  à  définir  A.  Or,  l'équation  considérée  A  =  o 
étant  irréductible,  la  relation  rationnelle  en  question  doit 
admettre  toutes  les  racines  de  A  =  o  pour  une  même  valeur 
de  X  et  de  y,  en  faisant  alors  dans  (H)  X  égal  à  chacune  des 
racines  de  A  =  o  et  en  ajoutant  les  résultats  censés  au  nombre 
de  |ji,  on  a 


'/■ 


y  dx  —  liiiQ-i-  Ailoglli^i  -^  Ao  logllzi^ 


mais  Swo,  Uui^Uu,.  ...  sont  des  fonctions  symétriques  des 
racines  de  A  =  o  :  ils  s'exprimeront  donc  en  fonction  ration- 
nelle de  X  et  de  y.  c.   q.   f.  d. 


XIII.  —  Impossibilité  d'exprimer  les  intégrales  elliptiques  à  l'aide 
de  transcendantes  plus  simples. 

Nous  avons  vu  que  les  intégrales  elliptiques,  ou  intégrales 
des  fonctions  du  premier  genre,  se  ramenaient  à  Ja  forme 

(!)  ^  Jf{K,x)dx, 

R  désignant  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  troisième  ou 
du  quatrième  degré  et  f  une  fraction  rationnelle.  Or  toute 
fonction  rationnelle  de  R  et  ^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A-i-BR  _  (A-f-BR)(C  — DR) 
C-f-DK~  G2  — D2R2  ' 

A,  B,  C,  D  désignant  des  fonctions  entières,  et  par  suite  sous 
la  forme 

P  -;-  QR       P       QR^_P    ,    J_ 

S        ~  S  "^   RS"  ~  S  "^  RS  ' 
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P,  Q,  S,  T  désignant  encore  des  fonctions  entières;  l'inté- 
grale (i)  se  ramène  donc  à  la  forme 


fi-"/ 


Is  ^^• 


La    première   intégrale  s'obtient  facilement,   la  seconde  se 
décompose  en  d'autres  de  la  forme 


r^'"  d:r         r         dx 


abstraction  faite  de  facteurs  constants,  en  décomposant  la 

T 

fraction  -^  en  éléments  simples. 

Je  vais  prouver  que  l'intégrale  la  plus  simple, 


£ 


ne  peut  être  exprimée  au  moyen  des  fonctions  algébriques 
logarithmiques,  etc.  En  effet,  si  une  pareille  expression  était 
possible,  on  aurait,  en  vertu  du  théorème  d'Abel  démontré  au 
paragraphe  précédent, 


dx 

(0 


/    :|=Po+QoR--VA,log(P,--Q,R), 

Vi  et  Q/  désignant  des  fonctions  rationnelles,  que  l'on  peut, 
sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  entières  si  «  >>  o  et  A/ 
désignant  une  constante-,  mais  je  dis  que  l'on  doit  aussi  sup- 
poser Pq  et  Qo  entiers.  En  effet,  supposons  Pq  ou  Qo  infinis 

r""  dx 
pour  X  ==^  a,  Po  H-  QoR  sera  infini,  mais   /     ~  est  nécessai- 
re     ^ 

rement  fini,  quand  même  R-  contiendrait  le  facteur  œ  —  a, 
car  il  ne  saurait  le  contenir  deux  fois  (sans  quoi  R  se  ramè- 
nerait à  la  forme  [x  —  a)R',  R'  désignant  un  radical  portant 
sur  un  polynôme  du  deuxième  degré);  donc  il  faudrait  que 
l'une  des  quantités  P/ +  Q^R  fût  nulle  pour  ^  =:  a,  mais 
Po  -f-  QoR  pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  a  ne  saurait  être 
de  même  ordre  infinitésimal  que  log(  P/ -h  Q/R)  qui  est  de 
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l'ordre  de  log(^  — a);  donc  Pq  et  Qo,  ne  devenant  pas 
infinis,  sont  nécessairement  entiers. 

On  peut  supposer  que  l'intég-rale  qui  figure  dans  (i)  ait 
été  prise  le  long  d'un  contour  rectiligne  ;  alors,  si  l'on  intègre 

d'abord  autour  d'un  lacet  relatif  à  ^  ,  la  formule  (i)  devra  être 

remplacée  par  la  suivante,  où  9  désigne  une  constante,    ' 

0  -fj^i  =  Po-  QoR  --2A,log(P,-  Q,R), 
et,  en  la  combinant  avec  (i),  on  a 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

6  =  2Po  +  \  m  log(^  —  a), 

m  et  a  désignant  des  constantes.  Cette  formule  est  impos- 
sible si  les  termes  logarithmiques  qui  deviennent  infinis  dans 
le  second  membre  ne  sont  pas  nuls,  et  alors  Pq  est  constant; 
on  a  donc 


s: 


^  =Po+QoR, 


Po  désignant  une  constante;  difî'érentions,  nous  aurons 

i-  =  Qo  —  -i-  R  ^ 

R  ^  dx  ^~       dx 


ou 


ou 


Soit 


dx  dx 


R2  ~  ax^  -^-hx"^  -\-  cx'^  -h  dx  -+-  e, 


^v.  \  tî  ^^  A  >J^ 
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on  devra  avoir 

-i-  2(a^^-T-.  .  .-4-  e)(mA^'«"^  — ...-t-  G) 

ou,  en  identifiant, 

2  =  lid-r''2eG,         o  — /i\a -\- 2f7i\a. 

m  devrait  être  égal  à  —  2,  ce  qui  est  absurde;  ainsi,  parmi 
les  intégrales  elliptiques  auxquelles  donnent  lieu  les  fonc- 
tions algébriques  de  genre  un,  les  plus  simples,  celles  qui 
sont  de  la  forme 

/?• 

sont  des  transcendantes  nouvelles.  Le  Chapitre  suivant  sera 
consacré  à  l'étude  de  ces  transcendantes  et  de  leurs  inverses. 
Nous  croyons  devoir  placer  dans  ce  Chapitre  un  théorème 
général  dû  à  Abel  et  dont  nous  ferons  un  fréquent  usage. 

XIV.  —  Théorème  d'Abel. 

Dans  une  Note  très  succincte,  Abel  indique  la  possibilité  de 
former  des  combinaisons  linéaires  d'intégrales  de  fonctions 
algébriques,  exprimables  au  moyen  des  signes  de  l'Algèbre 
élémentaire.  Au  fond,  le  théorème  d'Abel  revient  au  suivant  : 

S  où 

(1)  /(^,  jk)=o 

U7ie  courbe  algébrique^  réductible  ou  irréductible,  de 
degré  m]  si  Von  coupe  cette  courbe  par  une  courbe  algé- 
brique de  degré  n  à  coefficients  variables, 

(2)  ^{x,y)=o, 

et  si  Von  appelle  (^i,  jKi),  (^2,  Yi),  •  •  -,  {^h  fi)^  •  •  •  ^^^ 
a  ==  nin points  d^ intersection  de  ces  deux  courbes,  on  aura 
la  relation 


¥{xi,yi)dxi  _ 

—  o. 
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F(.r,jK)  désignant   une  fonction  entière   quelconque  de 
degré  au  plus  égal  à  m  —  3,  et  /^{x^  y)  désignant  la 

dérivée  -~-  • 

dy 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  observerons  que  x^ ,  y^ , 
X2^  JK27  •  •  •  sont  fonctions  des  paramètres  contenus  dans  les 
coefficients  variables  de  '},  ou,  si  l'on  veut,  de  ces  coeffi- 
cients ;  si  alors  on  fait  varier  ces  coefficients  et  si  l'on  appelle 
d'b  la  difî'érentielle  de  ^  relative  à  ces  coefficients,  x  el y  res- 
tant constants,  on  aura,  pour  des  valeurs  quelconques  de  x 
el  y  satisfaisant  à  (i)  et  (?.), 

-^  dx  -\ — —  dy  ^=^  o, 
dx  ^7 

-,—  dx  -^  -~  dy  -\-  d'I)  =  o, 

dx  dy    ^  T         ? 


ou  bien,  en  éliminant  dy, 

^ — 4  dx^  -j^  d'i^^o 
à{x,y)  dy 

ou,  en  remplaçant  -f^  ^diV  /^{x^  y). 


Y{x,y)dx    ^    d<^¥{x,y)_ 


M^,y)        \àif,  ^) 


[àjf,  ^)] 

là(^,y)i 


Si,  dans  cette  formule,  nous  faisons  successivement  x  =^  Xi, 
X.2,  .  .  . ,  ^jx  et  si  nous  ajoutons  les  résultais,  nous  aurons,  en 
vertu  d'un  théorème  démontré  (p.  822,  l.  I),  en  observant 

que  F(x^  y)  dh  est  de  deeré  inférieur  à   , /  '       ^ 


-y  ¥(xi,  yi)dxi 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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XV.  —  Application  du  théorème  d'Abel  à  un  système 
hyperellip  tique. 

Soit  X  un  polynôme   du  degré   2/)  donné  par  la  formule 

X  =  «0  -f-  «1  a?  H-  «2  ^^  +  •  •  •  +  Ci-lp  ^'^P 

et  X^-  ce  que  devient  ce  polynôme  quand  on  y  fait  x=zXi', 
considérons  la  courbe 

(1)  JK^-X, 

et  coupons-la  par  une  courbe  variable  de  degré/) 

(2)  y  =  \}, 

dans  laquelle  U  désignera  un  polynôme  entier  de  degré/?;  les 
deux  courbes  se  couperonten  ip  points(^i  jj^i)'  {^'i^Y'^)^  •  -  ■  ■> 
dont  les  abscisses  x^ ,  ^o,  .  . . ,  x^p  seront  racines  de 

(3)  U2-X=o. 

Nous  supposerons  fixes  les  p  intersections  (^;,+  , ,  jK/,+i  ),  .  .  . , 
(^2/j,JK2jp);  il  suffît  pour  cela  de  déterminer/»  des  p  +  i  coef- 
ficients de  U  par  les  p  formules 

(4)  JK/j-Hl  =   Up4-i,  J)/-^+2  =  U;,+2  5  ••-  JK2/J  =   U2;,. 

Alors,  entre  les/? points  {x^^y^),  .  ,  . ,  (^^,^^)restés  variables, 
il  existera,  en  vertu  du  théorème  d'Abel,  des  relations  de  la 
forme 

2- — y, —  =  " 

i  ~  1 
ou 

'""fU-,v/x;-) 


i =p 

FL'r-..    i/X..) 

dxi  =  o, 


v/x, 
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F  désignant  un  polynôme  de  degré  2/?  —  3  en  x  cl  y  arbi- 
traire. En  particulier,  on  aura 

/        dxi  dx=i  clxp      _ 

j     Xi  dxi  x^_  dx-y  Xp  dxp 

(5)        \    v/x;  ~"    /^    '  ""      v/^"^ 

f,'~~  dxi        x^'"^  dx')  xÇ,~^  dx. 


o, 


Si  maintenant  on  considère  ce  système,  il  sera  satisfait  en 
prenant  pour.^, ,  ^2^  . .  . ,  ^^^  les  points  d'intersection  variables 
de  (i)  et  (2),  en  sorte  que  pour  intégrer  le  système  (i)  on 
formera  l'équation  (3) 

U2_x=o; 

on  divisera  son  premier  membre  par  {x  —  Xp+\),  -  >  - -> 
[x  —  X2p)\  Xp+i,  >•-,  ^2p  étant  connus,  l'équation  résul- 
tante 

R  =0 

fournira  alors  ^<,  x.2,  .  •  • ,  Xp,  et,  si  l'on  a 

R  =  A(,xP-^  Ai^/^-i-+-. .  .4- Ap, 
on  en  conclura 

Al 

Xi-^  X.2-i-.  .  .^  Xp=  -. -  j 

Aq 

A2 

„  .    XiX9-{-  XiX^-{-.  .  .-^  Xp Xp+x  =  -JT  » 

(bj  <  Ao 


x^x^  .  .  .  Xp  —  HZ  -r—  • 

En  éliminant  entre  ces  équations  le  paramètre  variable  qui 
reste  dans  U,  on  aura  p  —  i  relations  entre  x^^  X2^  .  •  • ,  Xp^ 
qui  seront  les  intégrales  de  (5)  renfermant  les  constantes  Xpj^\ , 
Xp+2i  '  '  ")  ^2p  <^iui  se  réduisent  à/>  —  i . 

On  pourrait  encore  trouver  sous  forme  algébrique  les  inté- 
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grales  de  (5)  en  développant  l'équation  CJ-  — X  =  o  sons  la 

forme 

Po^^s/'  -}-  Pia72/^-i  +  .  .  .  -I-  Pap  =  o, 

sans  exprimer  que  U  prend  des  valeurs  données  pour 

X  =  X p-^\^    '  •  •  1  ^ip' 

Alors  on  aurait 


^1  -H  ^2  +  •  •  •  -r 

:ri  ^2  + .  .  •  +  ^tp- 

-  ^ip  = 
■\^ip  — 

Pi 

P2 

p;' 

x^x^x^.. 
isuite  Xp^   Xpj^^ 

.X^p  = 

,     .... 

p.. 

Po 
Xop  et  un  coefficient 

de  U,  on  aurait  encore  p  —  i  relations  entre  Xi,  x^^  .  .  . ,  Xp 
et  les  coefficients  de  U  qui  seraient  dans  ce  cas  les  constantes 
d'intégration. 

Il  résulte  de  là  un  fait  curieux  dont  toute  l'importance  sera 
développée  plus  loin  :  les  équations  (5)  ont  pour  intégrales, 
sous  forme  transcendante,  les  relations  évidentes 

-r-,    r  dxi  ^  -sr\    rxidxi 

>     /    — =r=const.,  >     /    — — z^  =  const.,  ..., 

et  ces  équations  sont  équivalentes  à  des  équations  algébriques 
qui  sont  les  intégrales  déduites  des  considérations  qui  pré- 
cèdent. 

XVI.  —  Généralisation  du  théorème  d'Abel. 

Le  théorème  d'Abel  peut  être  généralisé  comme  il  suit  : 
Soient 

/         fi{Xu  372,    ••  -,   ^«)  =  0, 
)        /sC^l,  372.    ....    37„)  =  0, 

^^  I      •_••• 

fn-li^lj  379,    .  •  .  j  37„)  —  O 
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Il  —  I  équations  algébriques  de  degré  m  ;  si  nous  leur  ad- 
joignons V équation  à  coefficients  variables  de  degré  p 

(2)  /«(^l,   ^-2, Xa)=0, 

et  si  nous  désignons  par 

Vune  quelconque  des  jj.  =.pin^^~^  solutions  de{\)^  (2),  nous 
aurons 

F(^il,   37/2,    .  .  ..,   OCi„)dXix    _ 


Zj    \  àifuA.  ...,/«-i) 


F  désignant  un  polynôme  quelconque  de  degré  m  —  3. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  fait  comme  celle  du 
théorème  précédent.  On  différentie  les  équations  (i)  et  (2) 
par  rapport  aux  coefficients  de/"/^,  et  l'on  a 

"^^  dxx  -+-  -^  dx^  — .  .  .  -i-  -7^  dxa  =  o, 
âxi  (Jx2        ~  àXfi 

^fjLll   dx,-^-'^-^dx.-^-...-r-%^dx„^^0, 
ÔXi  0X2  <^^ii 

i^  dx,-r-'^  dx.-^...-^%^  dx„-^dfa=0 
dXi  ÔX2  âxn  -^ 

et,  en  éliminant  dx-i^  dx-^.  .  .  . ,  dxn^ 

Ô{Xi,  Xo.    ...,  Xn)  â{X2j  Xs,    .  .  .,   Xn) 

multiplions  par  F(^^,  x.,^  •  •  • ,  x,i)  et  divisons  par 

àjfuA,    ..-.fn)     d(f,,f, A-,)^ 

d{Xi,  X.2,    ...,Xn)     d{X2,  X3,    ...,Xa) 

remplaçons  ensuite  x^,  x^^   .  .  . ,  Xa  successivement  par  Xx ,, 
^12;   .  .  . ,  ^,„;    ...  Xa^  .r/2,   •  •  . ,   ocin-,   ...    et  ajoutons  les 
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résultats  ainsi  obtenus  :  nous  aurons,  en  vertu  du  théorème 
(t.  I,  p.  822),  la  formule 


qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  aurons  plus  tard  l'occasion  de  faire  des  applications 
de  ce  théorème  qui  donne  toute  la  théorie  des  biquadratiques 
gauches. 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES. 


I.  —  Préliminaires. 

On  a  donné  le  nom  à"* intégrales  elliptiques,  comme  nous 
l'avons  dit,  aux  intégrales  de  la  forme 


f¥{x,  s/x)dx, 


F  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y/X,  etX  un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  ;  c'est  à  cette 
forme  que  se  ramènent  les  intégrales  des  fonctions  algébriques 
de  genre  un. 

C'est  le  comte  Fagnano  qui  a  attiré  l'attention  des  géo- 
mètres sur  ces  nouvelles  transcendantes  par  ses  travaux  sur 
la  comparaison  des  arcs  d'ellipse  et  de  lemniscate.  Euler  a 
ensuite  intégré  l'équation 

d.T  _  dy 


v/A^^-hBic^H-  G^2  +  d^-hE        /Ajk*  +  B j^3  _|_  Gjk2  ^_  Dj.  _I_  E 

sous  forme  algébrique,  et  a  ainsi  fait  faire  le  premier  pas  à  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  [Noçi  commentarii Petrop . , 
t.  VI  et  VII).  Lagrange  [Mém.  de  Turin,  t.  IV,  et  Fonctions 
analytiques^  a  donné  une  méthode  plus  simple  et  plus  natu- 
relle pour  résoudre  la  même  question;  il  a  donné  aussi  une 
méthode  pour  transformer  les  unes  dans  les  autres  les  inté- 
grales elliptiques,  en  s'appuyant  sur  une  découverte  de  Lau- 
den,  dont  nous  aurons  l'occasion  de  nous  occuper  bientôt. 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  ii 


i62  en  API  tri:   VI. 

En  1811,  Legendre  a  fait  paraître  un  Traité  volumineux, 
enrichi  de  Tables  numériques,  et  qui  contient  tout  ce  qui 
avait  été  écrit  jusque-là  sur  ce  sujet;  mais  c'est  à  Jacobi  et  à 
Abel  que  nous  devons  la  connaissance  de  la  nature  intime  des 
fonctions  elliptiques.  Ces  éminents  géomètres  ont  eu  l'idée 
d'étudier  non  plus  les  intégrales  elliptiques,  mais  les  fonctions 
inverses  de  ces  intégrales,  et  ont  été  ainsi  les  véritables  fonda- 
teurs de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  On  comprendra 
facilement  l'importance  du  point  de  vue  auquel  se  plaçaient 
Abel  et  Jacobi,  si  l'on  réfléchit  que  les  intégrales  des  fonctions 
de  X  et  de  \J ax^  -^  bx  -\-  c  donnent  naissance  aux  fonctions 
circulaires  inverses  de  celles  que  l'on  considère  en  Trigono- 
métrie, et  qui  sont  bien  plus  importantes. 

Il  serait  injuste  de  ne  pas  mentionner  ici  Cauchy  et  Puiseux, 
le  premier  pour  nous  avoir  révélé  l'origine  des  périodes,  et  le 
second  pour  nous  avoir  fait  connaître  la  manière  dont  se  per- 
mutent les  racines  des  équations  algébriques  les  plus  générales 
et  les  diverses  valeurs  que  peuvent  prendre  leurs  intégrales. 
Il  serait  également  injuste  de  ne  pas  mentionner  les  admi- 
rables travaux  de  MM.  Hermite,  Liouville,  Weierstrass,  etc., 
qui  ont  éclairé  d'une  lumière  si  vive  une  théorie  restée 
peut-être  un  peu  obscure  dans  les  Œuvres  d'Abel  et  de 
Jacobi. 

(Voir,  Bulletin  des  Se.  math. y  1^  série,  t.  III,  dé- 
cembre 1879,  p.  489,  un  résumé  historique  de  la  Théorie 
des  Fonctions  elliptiques,  par  Kœnigsberger.) 

IL  —  Réduction  des  intégrales  elliptiques  à  des  types  simples. 

Soit  F(^,  y/X)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  du  radical 
y^X;  on  peut  mettre  F  sous  la  forme 

A  +  13  v/X 

r  = -_  ■> 

C  -t-  D  v/X 

A,  B,  G,  D  désignant  des  polynômes  entiers  en  .3;;  si  alors  on 
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multiplie  haut  et  bas  par  C  —  D  y/X,  on  a 

P^  Q  /X 

G2  —  D2  X  ' 

P,  Q  désignant  de  nouvelles  fonctions  entières;  F  se  décom- 
pose alors  en  deux  parties,  l'une  rationnelle  que  l'on  sait 
intégrer,  et  l'autre  de  la  forme 


H  désignant  une  fonction  rationnelle,  ou  —^^  G  désignant 


v/x 


une  nouvelle  fonction  rationnelle. 

Nous  n'aurons   donc  besoin   que  d'étudier  les  intégrales 
elliptiques  de  la  forme 


/ 


Gd.T 

7^' 


Et  d'ailleurs  rien  ne  suppose  jusqu'à  présent  que  le  poly- 
nôme X  soit  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  de  sorte 
que  la  réduction  que  nous  venons  de  faire  s'appliquerait 
encore  aux  intégrales  dites  ultra-elliptiques,  dans  lesquelles 
X  est  d'un  degré  supérieur  à  quatre. 

III.  —  Problème  de  la  transformation. 

Jacobi  a  donné  le  nom  de  problème  de  la  transforma- 
tion au  suivant  : 

Etant  donnée  une  expression  de  la  forme 

dx 

ail  X  désigne  un  polynôme  entier  du  quatrième  degré  en 
x^  La  changer  en  une  autre  de  la  forme 

dy 
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Y  désignant  un  polynôme  entier  du  quatrième  degré  en  y, 
au  moyen  d'un  changement  de  variable  de  la  forme 

U 

x=  -, 

U  et\  désignant  des  polynômes  entiers  en  y  que  l'on  peut 
supposer  premiers  entre  eux. 

Pour  résoudre  cette  question,  supposons 

X  =(;r  —  y.){x  —  '^){x  —  ^{){x  —  o), 

nous  aurons 

dx ^\]'Y  —  \'\])dy  

v/X  ~  v/(U  -aV)(U  -  PV)(U  — yV)(Û^^8vV 

Pour  que  le  second  membre  de  cette  formule  soit  delà  forme 
-~y  il  est  nécessaire  que  le  polynôme  placé  sous  le  radical 

soit  le  produit  d'un  carré  par  un  polynôme  du  quatrième  degré 
en  y\  mais  cela  ne  suffît  pas,  il  faut  encore  que  le  carré  en 
question  soit  égal,  à  un  facteur  constant  près,  à  U^V  — VU. 
Soit/?  le  degré  des  polynômes  U,  V;  le  polynôme 

P  z=  (U  —  aV)(U  -  ^V)(U  -  yV)(U  —  8 V) 

sera  du  degré  4/?;  le  carré  dont  nous  avons  parlé  est  alors  de 
degré  ^p  —  4?  sa  racine  est  de  degré  ip  —  2  ;  c'est  précisé- 
ment le  degré  de  U'V  —  V^U,  si  l'on  observe  que  le  degré  de 
ce  polynôme,  en  apparence  ip  —  i ,  est  en  réalité  ip  —  2,  les 
termes  en  ip  —  i  se  détruisant  mutuellement. 

Je  dis  maintenant  qu'il  suffît  que  le  polynôme  P  se  décom- 
pose en  un  polynôme  du  quatrième  degré  et  en  un  carré,  pour 
que  la  racine  de  ce  carré  divise  U'V^  —  VU  et,  par  suite,  soit 
égale,  à  un  facteur  constant  près,  à  U' V  —  VU,  en  sorte  que, 
pour  que  la  transformation  soit  possible,  il  suffît  que  P  soit 
le  produit  d'un  carré  par  un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Si  P  est  divisible  par  un  carré,  il  sera  le  produit  de  facteurs 
doubles,  provenant  d'un  même  binôme  U  —  aV,  U  —  ^V,  ...  ; 
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en  effet,  U  —  aV  et  U  —  ^ V  ne  sauraient  avoir  un  facteur 
commun,  sans  quoi  ce  facteur  diviserait  leur  différence 
(a  —  (3)  V  et,  par  suite,  V  et  U,  qui  par  hypothèse  sont  pre- 
miers entre  eux;  mais,  si  U  —  aV,  par  exemple,  admet 
un  facteur  double,  ce  facteur  appartiendra  à  U' —  aV 
ou  à  U'(U  —  aV) — U(U' — aV),  c'est-à-dire  à  son  égal 
—  à(U'V  —  VU);  donc  la  racine  du  carré  en  question  sera 
précisément  U'V  — VU,  et  il  est  facile  de  voir  que  notre 
raisonnement  s'applique  au  cas  où  U  et  V  seraient,  l'un  de 
degré  /?,  l'autre  de  degré  p  —  i,  parce  que  U'V  —  VU  serait 
encore  de  degré  ip  —  2. 

IV.  —  Transformation  du  premier  degré. 

Le  degré  de  la  transformation  est  le  degré  le  plus  élevé 
des  polynômes  U,  V  qui  entrent  dans  l'expression  de  x  en  y. 
Dans  la  transformation  du  premier  degré,  on  a 

a  -^b  y 
si  l'on  applique  cette  transformation  à  la  différentielle 

(0  ''■' 


elle  devient 

{ha' —  ah')  dy 
v/A[(6  —  (j.b')y  -\-  a  —  aa'J[(6  —  ^^')7  +  «  —  '^oJ \. . . 

la  transformation  du  premier  degré  réussit  donc  toujours,  et 
cela  d'une  infinité  de  manières;  on  peut  alors  profiter  de 
l'indétermination  de  a,  b,  a',  6',  pour  faire  disparaître  un 
certain  nombre  de  termes  dans  le  polynôme  Y  qui  figure 
sous  le  radical  du  polynôme  transformé.  On  fera  disparaître 
les  termes  de  degré  impair,  en  posant,  par  exemple, 

(6  — a^>')(«— P«')-f-(a  — aa')(è— p6')=o, 
{h  --^(b'){a—  0 a')  -h  ( a  —  y a'){b  —  ob')  =0; 
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nrknrhc      ^  ^ 

a!    b' 


dans  ces  formules  il  n'entre  que  les  rapports  —,  ?  77^  nous  pou- 


vons alors  supposer  «^=  i ,  6'=  i ,  et  l'on  a 

X  =  ^, 

et  les  quantités  a,  h  seront  données  par  les  formules 

(è_aX«— !3)H-(a-a)(Z>  — p)  =  o, 
(è  — Y)(rt-o)-r-(a-Y)(6-o)  ==0 

ou  bien 

2a&  —  (a  +  P)(a  -I-  ^)M-2a^  =  0, 

lah  —  (Y-T-ô)(«-i^^)+2Y0  =  0; 
on  en  conclut 

''^-  a-+-(i-Y-8 


a  +  ^  —  Y  "  ^ 

a  el  h  sont  donc  racines  d'une  équation  du  second  degré 
facile  à  résoudre. 

Remarque  I.  —  Si  a  4-  ^  =  y  -^  8  =  25,  notre  méthode 
tombe  en  défaut;  mais  alors  la  transformation  devient  inutile, 
si  son  but  est  de  faire  disparaître  les  termes  en  j  etjK^.  En 
effet,  on  a  alors 

{x  —  oc){x  —  ^){x  —  Y)(.r  —  0) 

=  \{x  _  5)2  +  aî3  —  s^]  [{x  —  5)2  +  Y^  —  *']j 

et,  en  prenante  —  6-  =  j  ou^  =y  +  5,  on  a  une  transforma- 
tion très  simple  permettant  de  ramener  la  différentielle  (i)  à 
la  forme  voulue. 

Remarque  IL    —   Supposons   a,    p,   y,  8  réels   ou  imagi-      • 
naires  conjuguées  deux  à  deux;  il  est  facile  de  voir  que  la 
transformation  que  nous  avons  faite  conduit  à  des  valeurs 
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réelles  de  a  et  b.  En  effet,  pour  que  l'équation  qui  donne  ces 
quantités  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que 

(a[B  — YS)2-[a^(Y-T-8)-YS(a+^)](a-^j3-Y-o)>o; 

car  ah  ç,l  a-\-h  sont  évidemment  réels,  rien  n'empêchant  de 
conjuguer  a  avec  p  et  y  avec  o.  Si  l'on  développe  cette  for- 
mule, on  trouve 

1°  Supposons  a,   p,  y,  o  réels;  on   peut  supposer 

a  >  ^  >  Y  >  ô, 

et  cette  formule  se  trouve  satisfaite. 

2^  Supposons  aet  p  conjugués,  y  et  3  réels,  a  —  y  et  [3  —  y 
seront  conjugués  ainsi  que  a  —  ô,  et  p  —  o  ;  le  produit 

sera  donc  positif. 

3°  Si  a  et  p  sont  conjugués,  ainsi  que  y  et  o,  a  —  y  et  [B  —  o 
seront  conjugués,  ainsi  que  a  —  o  et  (3  —  y,  et  le  produit  con- 
sidéré sera  positif. 

Donc,  on  peut  toujours,  au  moyen  d'une  transforma- 
tion réelle  du  premier  degré,  faire  disparaître  de  la  dif- 
férentielle -,—  où  X  est  un  polynôme  à  coefficients  réels 

v/x 

du  quatrième  degré,  les  termes  du  degré  impair;  du  reste, 
X  prend  la  forme  A(i+  my'^){\  -h  ny'^)\  A,  m,  n  dési- 
gnant des  quantités  réelles. 

V.  —  Transformation  du  second  degré. 

Si  les  polynômes  que  nous  avons  appelés  U  et  V  sont  du 
second  degré,  pour  que  la  transformation  réussisse,  chacun 
des  facteurs 

U-aV,     U-^V,     U-7V,     U  — oV 
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étant  du  second  degré,  il  faut  que  deux  d'entre  eux  soient  des 
carrés  parfaits  ;  nous  poserons  alors 

£  et  e'  désignant  -+-  i   ou  —  i ,   d'où    l'on    tire  facilement  ^  • 
Quant  à  l'expression 


,       /(U  — aV)(Ù- PV) 
on  la  calcule  aisément  en  observant  que  le  numérateur  peut 


-^  [(U  — aV)6^(U  — 3V)  — (U  — p.V)^(U-aV)], 


^ 


et  que  l'on  peut  supposer  jk  =  o,  vu  que  l'expression  en  ques- 
tion est  de  la  forme  dy  x  const.  On  trouve  ainsi 

dx         2  s/zt'{  ab'  —  ba'  )  dy  t 


y/X  i^'— ?)  y/A(U— yV)(U  — 8V) 

L'indétermination  des  polynômes  U  et  V  permettra  de 
simplifier  le  polynôme  Y  placé  sous  le  radical.  Mais  nous 
n'avons  pas  l'intention  de  pousser  plus  avant  l'étude  des  trans- 
formations des  divers  degrés  :  ce  que  nous  avons  dit  suffit 
pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue  ;  lorsque  nous  aurons  dans 
la  suite  besoin  d'effectuer  une  transformation,  nous  met- 
trons simplement  à  profit  les  remarques  faites  par  Jacobi. 


VI.  —  Applications  du  problème  de  la  transformation 
à  la  réduction  des  intégrales  elliptiques. 

Nous    avons   vu   que   les    intégrales   elliptiques  se  rame- 
naient à  la  forme 

Gdx 


f 
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OÙ  G  désignait  une  fonction  rationnelle  de  :z^  et  X  un  poly- 
nôme du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

Si  X  est  du  quatrième  degré,  une  transformation  du  pre- 
mier ordre  ou  du  second  ordre  ramènera,  comme  on  l'a  vu, 

-j-  à  la  forme    :-?  Y  désignant  un  polynôme  du  quatrième 

degré  ne  contenant  pas  de  puissances  impaires  de  y.  Nous 
avons  même  vu  que,  si  X  avait  des  coefficients  réels,  Y  avait 
des  coefficients  réels  également. 

Si  X  est  du  troisième  degré,  on  peut  ramener  —■=.  à  la  même 
forme;  en  effet,  on  peut  poser 

d:c  dx 


v/X        /A(a7-a)(a;-p)(^-Y)' 
prenant  x  —  aL=z  z^  on  a 


dx 

v/x 

dz 

V/A^(. 

s  -i-  a 

-?)(^" 

-f-  a  - 

-T) 

et. 

en 

faisant 

.  z  = 
dx 

v/x 

r^ 

idy 

V/A(j^ 

-+-a- 

-^){r' 

-r-  a  - 

-T) 

Le  polynôme  placé  sous  le  nouveau  radical  est  bien  bicarré 

et  de  plus  réel  si  a  est  réel  et  j^,  y  réels,  ou  conjugués. 

Toute  intégrale  elliptique  se  ramène  donc  à  des  intégrales 

de  la  forme 

Gdx 

7x 


/ 


où  X  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  ne  contenant  pas 
de  puissances  impaires  de  x.  On  peut  toujours  supposer  que 
G  ne  contient  pas  de  puissances  impaires  de  x  non  plus,  car 
on  a 

^  _  A  -h  Bx 
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A,  B,  G,  D  désignant  des   polynômes  ne  contenant  pas  de 
puissances  impaires  de  ^;  on  a,  par  suite, 


~  G2—  D2ip2 


G  se  décomposera  donc  en  deux  termes  de  la  forme  P  et  Q^^ 
P  et  Q  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  œ-  :  ainsi 

Qxdcp 


rCjdx  _    rPdx         rQxd 

J  7^  ~  J  Vï'^J  ~7^ 


Or  l'intégrale  /  •  se  calculera  par  les  procédés  ordinaires 

du  Calcul  intégral  en  prenant  jo-  pour  variable,  et  le  calcul 
d'une  intégrale  elliptique  se  trouve  ramené  à  celui  d'une  inté- 


grale de  la  forme 


/ 


Fdx 


où  p  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x-,  et  X  une  fonc- 
tion entière  du  second  degré  de  x^.  Dans  cette  intégrale  nous 
supposerons 

\  =  ax'* -i- bx- -h  c. 

Elle   peut,   en   décomposant   l'expression   rationnelle   P   en 

éléments  simples,   se  ramener  à  une  somme  d'autres  de  la 

forme 

rx^f'^dx  r        dx 

où  A,  m,  a  sont  des  constantes,  dont  la  seconde  m  est  néces- 
sairement un  entier.  Or  je  dis  que,  dans  la  première  intégrale, 
on  peut  toujours  supposer  m  =  2  ou  o  ;  en  effet,  on  a 


d{x^P-^^  \J ax'*  -^  bx'-\-  c) 

bx'^-i-  c-\-  x'^P^^ 

\/ax'^  +  bx 


(2j0  4-  i)x'^P  s/ax'*  -^  bx'^-\-  c  -+-  x'^P^^  -    "^ "^  ~^  ^ '^'^  ^^ 
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OU 

en  intégrant,  il  vient 

rx'^P+'*dx_    x^-P^^^X  rip -i-1  b  x'^-P+'^dx 

1         /X       "  (^^^^3y^  ~ J   ij>^^  a        /x 

/2/>  -4-  I    c  x'^P  dx 
ip-\-Z  a       X 

formule  qui  permet  d'exprimer  successivement 

/x'*  dx  r  x'^  dx 

en  fonction  de 

/dx  Cx^-dx 

l'intégrale 

r         dx 

J    (x2+a)'"v^X 


se  ramène  aux  intégrales  précédentes  et  à 

/dx 

au  moyen  de  la  formule 

d[x{x^-^oi)P\/x] 

=  Ux^  +  a)P  /X  -h  2:^2(^2  ^  ay-ijo  y/X  +  ^^^^i^i±^l^^, 

laquelle  est  de  la  forme 

d[x{x^-r'0:)P  v^X]  =  _~  [ A (^2 _^ a)/'+  ^--i-B{x'-^  a)/'+i  +  G (^2  _j_ a)/^], 
/X 
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A,  B,   C  désignant  des  constantes;   cette  formule  intégrée 
donne  le  moyen  de  calculer 


J   (^- 


dx 


,)'"  y/X 


P          •         j        r          da-  ,         rx^-d.r  .        r  dx       . 

en  tonction  de    / —y   de     /  — --  et  de    /  -— •  Au 

J   (x^^-i-a)^X  J      y/X  J    /X 

surplus  , 

/dx 
{x-^-^ol)'»  /X 

est  la  dérivée  d'ordre  m  —  i  relative  à  a  de 

(-0' 


1         r        dx 

—  i)J    (a^2_4_a; 


.i.3...{m  —  i)J    (a:.2_4_a)v/X 


VII.  —  Forme  définitive  des  intégrales  elliptiques. 

Les  intégrales  elliptiques  sont,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  réductibles  à  trois  types 

rdx  r  x^'dx  r        dx 

J   7^'         J    "7^'         J    (^'-+a)v/x' 

où  X  désigne  un  polynôme  du  quatrième  degré  ne  contenant 
pas  de  puissances  impaires  de  œ,  ou  de  la  forme 

A(i  —  mx^){i'+-  nx^), 

A,  m,  n  désignant  des  quantités  constantes  (réelles,  si  le  po- 
lynôme primitif  du  quatrième  degré  a  des  coefficients  réels). 
Si  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  général,  A,  m,  n  seront 
quelconques  et,  en  posant  mx-  =  —  5^,  on  aura 

dx  —  dz  :  \/m 


y/X  V'A   v/(l_^2)^i_X-2c;2) 

k  désignant  une  quantité  quelconque  réelle  ou  imaginaire. 
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Les  trois  intégrales  (i)  peuvent  donc  être  ramenées  aux  formes 

/d.r  r  x'^'dx 

v/(l-a72)(l-/:2^2)'"  J      7(.I-^2)(I-^ 


/ 


^2) 

dx 


(^2  _+.  a)  y/(l  — ^2)(i  _  X-2^2)- 


ces  trois  intégrales  portent  le  nom  à'intégrales  de  pre- 
mière^ de  deuxième  et  de  troisième  espèce;  k  est  ce  que 
l'on  appelle  le  module.  Legendre  pose 


alors  les  intégrales  précédentes  prennent  les  formes  suivantes, 
auxquelles  nous  mettrons  des  limites, 


/>?  do  r 

i: 


sin-  c»  ao 


d<û 


J      (sin2cp  +  a)  y/i  —  A:2giii2çp 
Legendre  remplaçait  la  seconde  intégrale  par 

9 


.( 


y/i  —  /i-  sin-cp  do, 


qui  n'en  diffère  que  par  une  intégrale  de  première  espèce. 
Sous  cette  dernière  forme,  l'intégrale  de  seconde  espèce  re- 
présente l'arc  d'une  ellipse  dont  les  équations  sont 


X  =  y/i  —  A'2  coscp, 
y  =  sincp, 


d'où  est  venu  le  nom  àHntégrales  elliptiques,  donné  aux 
expressions  que  nous  étudions.  Quant  à  la  troisième  inté- 
grale, il  la  considérait  surtout  sous  la  forme 


X 


do 


'^     (i-4-/i2sin2cp)  y/i  — A2sin2cp 
La  quantité  o  est  V amplitude  et  n  est  le  paramètre.  Pour 
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abréger  l'écriture,  Legendre  désignait  le  radical  ^i  —  k^  sin^cp 
par  Acp  ;  on  a  alors 


En  appelant   u  l'intégrale  de  première  espèce,  Jacobi  fait 
usage  des  notations  suivantes 

cp  =  am  w,         ^  =  sinamM, 

y/i  —  a?2=cosamw,         \/i  — /c'-rc^  =  Aamw;  " 

nous  ferons  usage  des  notations  plus  simples  de  Gudermann 

^  =  snM,         y/i — 572=:  en  a,         \/i  —  k'^x'^  =■  ànu. 

VIII.  —  Réduction  du  module  au-dessous  de  l'unité. 

Lorsque  les  intégrales  elliptiques  de  première,  de  seconde 
ou  de  troisième  espèce  proviennent  de  la  réduction  d'une 
intégrale  de  la  forme 


jF{x,^)dx, 


dans  laquelle  X  désigne  un  polynôme  à  coefficients  réels,  on 
peut  toujours  supposer  le  module  A' réel  et  inférieur  à  l'unité. 
En  effet,  par  la  transformation  du  premier  degré,  nous  avons 

vu  que  la  différentielle  —=  se  ramenait  à  la  forme 

d,v 
(1)  ,  —  =  du, 

y/ A ( I  -f-  Tnx'^){ï  -\-  nx~) 

A,  m.  Il  désignant  des  quantités  réelles  (voj/' la  Remarque  II, 
p.  I  Ç)Ç))\  maintenant,  pour  ramener  cette  différentielle  à  la  forme 

.   .  mdy 
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OÙ  M  désigne  une  constante,   eflectiions  la   transformation 
irrationnelle 

nous  aurons 
i)du-  (ba'-ab-)ydy 


y/A (  a'  -+-  b'y'^X  a  +  by"^)  [(  a'  -+-  m  a)  -^y"-  {b'  -h  m  b)][{a'  -^na)  -\-y^-  {b'  '-+-  n  b)\ 

Pour  que  du  affecte  alors  la  forme  (2),  il  suffît  que  l'un  des 
facteurs  placés  sous  le  radical  devienne  égal  àjK",  et  qu'un 
autre  facteur  se  réduise  à  une  constante;  les  facteurs  restants 
devront  affecter  la  forme  1  — jk^,  i  —  ^'J^j  en  les  divisant  au 
besoin  par  des  facteurs  constants. 

On  devra  donc  avoir  l'une  des  égalités 

a',  a,     a' -+-  ma,     a' -h  na  =0, 

avec  l'une  quelconque  des  suivantes  qui  ne  soit  pas  de  même 

rang 

b',b,     b'r-mb,     b'-\-nb=^o, 

ce  qui  constitue  douze  combinaisons. 

Toutefois,  comme  on  ne  doit  pas  avoir  ba' — ab' =  0,  ou 

-,  =  py  on  ne  devra  pas  prendre  à  la  fois  b=o,  b'=o,  ni 

a=o  avec  a'  =  o,  ce  qui  réduit  le  nombre  de  nos  combinai- 
sons à  dix. 

Première  combiivaison  :  a'  =  o,  b  =  o.  —  Le  radical  qui 
entre  dans  la  formule  (3)  prend  la  forme 

y  y/A  b'  a  [  ma  -+-  b'y'^\  [  na  -+■  b' y-] 

OU  bien,  faisant  abstraction  du  facteur  jk  qui  détruit  celui  qui 
entre  au  numérateur  de  du.. 


y    mna  \         ma"^    J  \         na^    / 
Pour  que  cette  expression  affecte  la  forme 
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à  un  facteur  constant  près,  k  étant  moindre  que  un,  il  faut  que 

(4)  Ab' mna  >  o 

et  que 

—  =-i  ^-  =  -k^ 

ma  '         na 

Ces  deux  dernières  conditions  seront  remplies  si  l'on  prend 

—  =  —  met—  ■=■ — k-7i:  on  devra  donc  avoir  m^^k'-n'. 
a  a  ^  ' 

cette  condition  sera  satisfaite  si  m  et  n  sont  de  mêmes  signes, 

car  on  peut  toujours  supposer  n  >>  m  en  valeur  absolue. 

Si  l'on  suppose  m  et  n  positifs,  —  ou  b'a  sera  négatif;  la 

formule  (4)  exige  alors  que  A  soit  négatif.  Si  m  el  n  sont 

négatifs,  —  et  b'a  sont  positifs,  A  doit  donc  être  positif;  donc  : 

Si  A>>o,  m  <<  o,  n<COy  la  transformation  à  employer 
sera 

Si  A  <^  o,  m  >>  o,  72  >  o,  il  faudra  prendre  encore 

cette  transformation  réussit,  mais  elle  est  imaginaire  ;  nous  la 
rejetterons  pour  ce  motif. 

En  discutant  d'une  façon  analogue  chacune  des  neuf  autres 
combinaisons  qui  peuvent  se  présenter,  on  arrive  à  cette 
conclusion  : 

Pour  ramener  la  différentielle  (  i  )  à  la  forme  (  2  ) ,  où  A^  <^  i  : 

1°  Si  A  >>  o,  m  >  o,  72  >  o,  posez 


x^ 


m{i—y^) 

2°  Si  A  >  o,  722  <  o,  7?  >  o,  posez 

—  1+72 

X^  = —  ' 
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3"  Si  A  ^  o,  m  <<  o,  /i<i  o,  posez 


—  m 


4°  Si  A  <^  o,  /?!  <^  o,  n  <^  o,  posez 


nin 


5''  Si  A  <^  o,  m  <  o,  /i  >  o,  posez 


m{i—y^) 


6''  Si  A  <  o,  m  >-  o,  /z  >  o,  aucune  transformation  réelle 
ne  peut  évidemment  réussir. 

Bien  que  l'on  puisse  réduire  le  module  à  être  moindre  que 
l'unité,  il  ne  sera  pas  nécessaire  dans  la  pratique  d'effectuer 
cette  réduction,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite.  On  pourra 
même  faire  usage  de  modules  imaginaires. 


IX.  —  Transformation  de  Landen. 

Proposons-nous  de  transformer  l'expression 

dx 


(I) 


ou  une  autre  de  la  forme 

mdy 


('^) 


/(^j_^-2)(i_X:'2j2) 


A  cet  effet,  effectuons  une  transformation  du  second  degré 
^—  y'  P^^'^  ^^^  ^^^^^  transformation  réussisse,  il  faut  que 
l'on  ait  identiquement 

(V_U)(V+U)(V-/i:U)(V4-^U)=:T2(l-j2)(,_y^'2^2)^ 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  12 
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et  l'on  peut  essayer  d'y  satisfaire  en  posan 


V_U=:a(i-7)(i-/e'7). 
Y-^U=  a'(i-f-jK)(n-/c>), 

Y-^kV  =  B'{a'-r-b'yy, 

£  et  e'  étant  égaux  à  zh  i  ;  si  l'on  prend  a  =  a',  les  deux  pre- 
mières formules  donneront 

V  =  a  -I-  A'aj^. 
U  r=  aj(i  -f-  k'); 

les  deux  dernières  formules  (3)  donnent  alors 

oc  [i  ^-  Ay2  —  A-(i  ^-  k')y]  =  s(a  -H  67)2, 

si  l'on  prend 

(4)  kHi-^ky  =  ^k'. 

Les  premiers  membres  de  ces  formules  seront  des  carrés  par- 
faits, et  la  substitution 

^-    n-A>2 

transformera  la  différentielle  (i)  en  (2);  d'ailleurs  de  (4)  on 
tire  _ 

,      2  A' 

k  =  ~n  ' 

1  H-  k 

2-/c2±v/4^=7A2, 

en  effectuant  la  transformation,  on  a 

dx  dy{\-^k') 


En  résumé,  si  Von  pose 

{\^k')y  ,_   i\lk! 
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on  aura 


dx 


dy{i-^k') 


On  peut  donner  une  autre  forme  à  ce   théorème  et  dire 

que,  si  l'on  pose 

(i  H- Â:')  sind» 

sincp  =    ,/.   ,  ,^? 

'  1  4-  A-  sin2(|; 


on  aura 


<a?o 


d'h(\-\-k') 


(Landen,  PJiilosophical  Transactions,  ^77^-) 


X.  —  Interprétation  géométrique. 

Jacobi  adonné  une  démonstration  géométrique  du  résultat 
précédent  [Math.  Werke). 

Considérons  un  cercle  de  rajon  R  {fig.  6);  soient  AB  un 


diamètre,  G  un  point  pris  sur  ce  diamètre,  O  le  centre.  Soit 
OC  =  rt,  prenons  un  point  M  sur  le  cercle  ;  soient  MCA  =  ^i, 
MBA  =  o  ses  coordonnées  angulaires;  en  déplaçant  ce  point 
infiniment  peu  et  en  l'amenant  en  M',  on  a 


MW^^iKdo        et 


MM' 


i?^do 


^IG         /a2_|_R2_^2aRcos2ço 
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D'un  autre  côté, 

MM'  _  sinM^GM  _        d^ 
"MG"  "~  sinGM'M  ~  cosGMO 

d^  _  d'I) 


1  1  1     MM' 

en  égalant  les  deux  valeurs  de  -^^  ?  on  a 

Q,  R  do  d^ 


v/(a  +  R)2  — 4«Ksm2cp  /         a^sin^ 

y  ^       K2 

et,  si  l'on  pose 


(a  +  R)2  '         R2 

on  aura 

Enfin  le  triangle  GOM  donnera 

sin(2cp  —  4')_   ^  _  j< 

ce  qui  fera  connaître  cp  en  fonction  de  ^,  ou  vice  versa. 
On  donne  quelquefois  une  autre  forme  à  ces  formules.  On 

pose  k'—  tang—;  la  formule  (2)  devient  alors 

0 
2tang- 

sine; 


6 
i-+-lang2- 


de  même, 


— =  1  cos^-; 

^-^'^        i  +  tang2-6  ^ 

^  1 
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de  sorte  que  (i)  donne 

■'^  d'h  n  d^ 


2    /         1/  *  —  tang2- sin^tj;        *^o  f 

Si  tangQ  <<  I,  tang--  sera  beaucoup  plus  petit  que  sinQ.  La 

transformation  de  Landen  permet  donc  de  remplacer  une 
intégrale  elliptique  par  une  autre  de  module  plus  petit;  celte 
dernière  sera  plus  facile  à  calculer  par  les  séries.  D'ailleurs, 
en   appliquant  plusieurs  fois  de  suite  la  transformation  de 


Landen,  on  a 


f"^        do        _     f     r  «^^i 

•1 
_  T  /-?-=  do^ 

22cos2-cos2?^^o       s/i  —  siii^  Og  sin2  cp. 


Du  reste, 

sinOi  =  tang- 6,         sinôa  =  tang- ô^,  ..., 

de  sorte  que,  Q„  étant  suffisamment  petit,  on  pourra  prendre 

'?«  do. 


r^"  cio„ 

h       V'i— sin2  0,,sin^9„ 


et  l'on  aura  à  peu  près 

''■?  do 


r^  do 

i      V^i  — /i:2sins 


?  2«C0S2—  C0S2—    .  .  .   COS^ 

2  '2  2 


mais,  au  lieu  de  faire  plusieurs  transformations  successives, 
il  vaudra  souvent  mieux  faire  usage  de  la  formule 

f'-^  do  r'^  _i 

—====={         do(l-k'^Sm^o)      2; 


l82  CHAPITRE     VI. 


si  l'on  développe  la  quantité  qui  multiplie  <icp  par  la  formule 
du  binôme,  on  a 

r'^            d'^                   r^       (         k'*'                  1.3 
,  =  /      <r/o     I  H sin2 C3  H k^  sin*  co  +  .  .  . 

,„      \/i  — A^sin^cp       J^         '  V  2  '2.4  '  ; 


OU 


/         , 1 =:  =  cp  +  —     cp  H 1 


I  .3  /c^  /       sin4  ^ 

— ;  'ô 7-^  -+-  sin  2  cp  -F  Q  )  + 

2.4    8  V  4 


XL  —  Sur  la  moyenne  arithmético-géométrique. 
Soient  m  et  n  deux  quantités  positives  arbitraires  ;  posons 


m  -h  n  I — 

mi  =  — j  n^  =  sj  niriy 


jïii  H-  /i] 


^^2  =  /'^^l  ^i, 


les  quantités  m^,  m^-,  m^,  .  •  .  tendent  vers  une  certaine 
limite;  les  quantités  n^^  /Zo,  /^3,  .  . .  tendent  vers  la  même 
limite  que  l'on  appelle  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique des  nombres  m  et  n. 

D'abord  les  nombres  m^  et  ;^,  sont  compris  entre  m  et  n, 
m^  et  n^  sont  compris  entre  m^  ei  n^,  ...  Ainsi,  en  se  rap- 
pelant que  la  moyenne  arithmétique  de  deux  quantités  est 
plus  grande  que  leur  moyenne  géométrique,  on  voit  que  m^^ 
m^,  in^^  .  .  .  sont  des  nombres  qui  vont  en  décroissant  sans 
devenir  inférieurs  à  n^  ;  ces  nombres  ont  donc  une  limite  ]x. 
Les  nombres  n^,  n^^  n^^  ...  ont  de  même  une  limite  v.  Je 
dis  que  p.  ^^  v;  en  efï'et,  on  a 

_  nip  -+-  rip  _    / 

^^p-hi  — }  ^p+\  —  V  f^p  J^p  '■) 
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on  en  conclut 


ou 


s/rrip^'^ — \Jn 


P^\ —  V  "'P^\ 


Wmp  -  ^pY       „  (^/— _  ^-)  V^mp-  A; 


(  /m^+i  +  /^ip+i  )  '1  (  s/nip^i  +  /^p+i  ) 


OU 


/mp^i  —  //Zp+i  <  I  (  /«ip  —  y/'i/^)  ' 


les  différences  ^nip  —  \Jnp  vont  donc  en  décroissant  plus  ra- 
pidement que  les  termes  d'une  progression  géométrique  de 
raison  égale  à^,  donc  ^rup  et  ^rip  ou  nip  et  Jip  ont  même 
limite  :  ainsi  [ji  =  v. 

On  peut  déduire  la  valeur  de  [jl  des  formules  de  transfor- 
mation de  Landen.  Nous  avons  trouvé 


i:-.r. 

d^             1 

-k'^sin'^^        ^-^' 

i-h  k' 

sin(2cp  —  ^) 

i    v/î 


d'^ 


—  Âr^sin^çp 


.    .  -k'. 

siny 

Si  l'on  fait  tj;  =  2  71,  la  dernière  formule  montre  que  cp  =  2-; 
nous  aurons  alors,  pour  C3  =  2  7U, 

d^  2       r-""  do 


r^'\ d^ 2_  r 


i-hk 
Maintenant  posons 


y/cos2  cp  +  (i  —  k^)  sin^  cp 
k  = 


.^k' 


,-k^=^^,  .-k'^=^ 
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ces  formules  deviendronl 

niid^  2  r^^  m  do 

v/miCos2tj;  +  ^isin2,i;"  /         "^  J^       //?i2  cos2cp +  /i2  singes 

I  -H  /C'  * 

Or,  en  supposant 

m  -\-  n  I — 

l'égalité  k  =  -^~^j  est  satisfaite,  et  l'on  a 

r'-'' d^ ç^""  d^ 

J^^        y/'^i  cos2(l;~  ^ij  sin2t];       j^        v/m2cos2cp  + /i2sin2cp 
On  a  donc,  par  un  calcul  de  proche  en  proche, 

r''^' ^cp  _   /-^^  Jcp 

Jo        v//?i^cos2cp  + /i2  sin2cp       J^        \/m2  cos2cp -}- /i2sin2o 
et  à  la  limite,  en  remplaçant  rrip  et  Up  par  pi, 

/--^^Cp    _       /'2U  ^^ 

ou  enfin 


271 


A        t/m2 


«?© 


1^        Jy        v/m2cos2cp -t- n2sin2cp 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  la  moyenne  p.  arithmético-géomé- 
trique,  exprimée  au  moyen  d'une  intégrale  elliptique. 
Cette  solution  a  été  donnée  par  Gauss. 
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Étude  de  l'intégrale  ii=  I 


Gdi 


S/{z  —  <x){z  —  ^  ){^  —^{  ){Z  —  0) 


Proposons-nous  d'étudier  les  diverses  valeurs  que  peut 
prendre  l'intégrale  suivante  où  G,  a,  ^,  y,  ô  sont  indépen- 
dants de  z. 


-f 


Gdz 


\/{z-:i){z-[i){z-^()iz-o) 


quand  on  fait  varier  z  en  lui  faisant  suivre  différents  chemins. 

Tous  les  chemins  qui  mènent  de  o  en^  peuvent  se  ramener 
au  chemin  rectiligne  qui  va  de  o  en  ^  (nous  supposons  que 
ce  chemin  ne  rencontre  aucun  des  points  a,  (3,  y,  ù,  que  l'on 
peut  toujours  éviter  en  décrivant  un  petit  circuit  autour  de 
lui),  précédé  de  un  ou  plusieurs  lacets  relatifs  aux  points 
critiques  a,  p,  y,  S  (p.  i34). 

Soit  i  la  valeur  de  l'intégrale  u  prise  le  long  du  contour 
rectiligne  O^,  le  radical  étant  pris  alors  avec  une  valeur  bien 
déterminée,  une  fois  pour  toutes,  que  nous  désignerons  par 
-\-\Japy^^  pour  z  =  o.  Soient  A,  B,  C,  D  les  valeurs  de  la 
même  intégrale  u  prise  le  long  des  lacets  dont  la  partie  recti- 
ligne va  de  O  en  a,  de  O  en  j3,  de  O  en  y,  de  O  en  8.  Le  radical 
étant  toujours  pris  avec  la  valeur  initiale  que  nous  avons 
appelée  +  \/ajByô  : 

1°  Les  chemins  allant  de  O  en  ;-î  et  pouvant  se  ramener  au 
chemin  rectiligne  ont  pour  valeur  i; 
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2"  Les  chemins  se  ramenant  à  un  lacet  suivi  du  chemin 
rectiligne  Oz  fournissent  les  valeurs  A  —  i,  B  —  i,  C  —  ?', 
D  —  i  de  l'intégrale.  En  effet,  l'intégrale  prise  le  long  du 
lacet  relatif  au  point  a  est  par  hypothèse  A;  mais,  quand 
le  point  z  a  décrit  un  lacet,  le  radical  reprend  en  O  une 
valeur  égale  à  sa  valeur  initiale  changée  de  signe;  l'intégrale 
rectiligne  à  évaluer  est  donc 

G  dz 


'- 


V(^-a)(^-p)(^-Y)<^.'S-o) 

c'est-à-dire  —  «,  et  par  suite  l'intégrale  obtenue  en  suivant 
un  lacet  (celui  qui  est  relatif  au  point  a),  puis  le  chemin 
rectiligne  Oz,  est  A  —  i.  c.  q.  f.  d. 

L'intégrale  prise  le  long  d'un  lacet  ne  dépend  d'ailleurs  pas 
du  sens  dans  lequel  est  parcouru  le  lacet  ;  en  effet,  l'intégrale  u 
prise  autour  du  cercle  relatif  au  lacet  est  nulle,  et  l'intégrale  A 
se  réduit  à 

Gdz  r"  G  dz 


r^ Gdz r 

J,     J(z-a)(z~^)(z  —  y)(z-f)       X 


^{z-a){z~^){z-^)iz-^)       J^    _^(^_a)(^-^)(^-Y)(^-8, 

On  a  placé  le  signe  —  devant  le  second  radical,  parce  que,  z 
tournant  autour  du  point  a,  le  radical  revient  au  point  de 
départ  sur  le  cercle  du  lacet  avec  sa  valeur  primitive  changée 
de  signe;  on  a  donc  toujours 

À=.  r ^^" 

3**  Si  le  point  z  suit  successivement  plusieurs  lacets  qui, 

parcourus  isolément  avec  la  valeur  initiale  -j-  y/apyo  du  radi- 
cal, donneraient  les  valeurs  P,  Q,  R,  S,  .  .  . ,  V  à  l'intégrale  w, 
puis  le  chemin  rectiligne  O^,  l'intégrale  w  prend  évidemment 
la  valeur 

(i)  P-Q-R-S  ...lizVzpj, 

le  signe  4-  ou  le  signe  —  étant  placé  devant  i  suivant  que  le 
nombre  des  lettres  P,  Q,  .  .  . ,  V  est  pair  ou  impair. 
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Soit 

/ni  (  A  —  B  )  n-  m^  (  A  —  G  )  —  mg  (  A  —  D  ) 

-4- m4(B  —  G)  +  msCB  —  D) -+- m6(G  —  D;  =  H, 

7?i(,  7712,  •  .,  niQ  désignant  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
arbitraires;  l'expression  (i)  est  de  l'une  des  formes 

(2)  H  -h  i,     H  -^  A  —  f,     ll-^B  —  i,     ll-hC  —  i,     H  -f-  D  —  i; 

nous  allons  montrer  qu'une  partie  de  ces  formes  rentrent  les 
unes  dans  les  autres. 

D'abord  les  quantités  B —  G,B  —  D,G  —  D  peuvent  s'écrire 

(A  — G)  — (A  — B),     (A~D)  — (A  — B),     (A  — D)  — (A— G) 

et  l'expression  H  se  réduit  à  la  forme 

mj  tOi  -h  7720  W.2  H-  77l3  0)3  =  H, 

en  posant 

toi  —  A  —  B,         (JL)2  =  A  —  G,         0J3  =  A  —  D. 

Or,  si  l'on  prend  l'intégrale  u  le  long  d'un  cercle  de  rayon 
infini,  on  obtient  un  résultat  nul;  on  doit  obtenir  le  même 
résultat  en  parcourant  successivement  les  lacets;  donc 

A  — B-^  G—  D  =:o, 
ce  qui  peut  s'écrire 

wi  -r-  W3  ^ —  W2  —  o  ; 

ainsi  toj  =z  too  —  co<  :  l'expression  H  se  réduit  donc  à  la  forme 

nii  Wj  -h  ni^Mi- 
Or  on  a 

A  —  B  =  wi  ou         B  =^  A  —  coj, 

A  —  G=W2  ou        G=A  —  W2, 

A  —  D  =  cl)2  —  toi         ou         D  =  A  —  0)2  +  wj  ; 

donc  toutes  les  expressions  précédentes  (2)  sont  des  deux 
formes 

77llO)i-h  7n^Oi2  ^  h 

mj  coj  -h  nii  C02  -h  A  —  i, 
m^  et  1712  désignant  des  entiers  arbitraires. 


CHAPITUE    VII. 


II.  —  Étude  rapide  de  la  fonction  inverse. 
L'équation 


r 


Gdz 


s/(.'-a)(^-P)(^_yK^--S) 


permet  à  volonté  de  considérer  u  comme  fonction  de  ^,  ou  z 
comme  fonction  de  u.  Si  l'on  considère  z  comme  fonction 
de  u,  je  dis  qu'à  chaque  valeur  de  u  correspondra  une  et 
une  seule  valeur  de  z;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  des 
équations  différentielles  (p.  127);  z  est  défini  par  la  condi- 
tion de  s'annuler  pour  u  -—- o  et  de  satisfaire  à  l'équation 

dz         I      / 

^-  -^v/(^-a)(^-[i)(^_Y)(j^_a). 

La  fonction  z  ne  pourrait  cesser  d'être  monodrome  qu'au- 
tour des  points  pour  lesquels  z  =  ùl^  [3,  y,  o,  00. 

Supposons  z  voisin  de  a;  si  l'on  pose  z  =  oL-h  s-,  on  a 

^  _  1 
du       G 


2-v---  =  ^v/(^^+^-p)(C^-^a-Y)(^-2  +  a-S). 


Quand  ^  =  a,  on  a  Ç  =  o  ;  or,  quand  u  varie  de  manière  que 
z  reste  dans  le  voisinage  du  point  a,  Ç  reste  monodrome;  il 
en  est  donc  de  même  de  la  fonction  z.  Si  z  est  très  grand, 

posons  z  =  -,  l'équation  différentielle  qui  définit  z  deviendra 

^  =  -  ^  v/(ai;-i)(:pc-iXT^-i)(S^-i)- 

Quand  z  est  très  grand,  Ç  est  très  voisin  de  zéro  ;  par  suite, 
s  est  fonction  monodrome  de  ?/,  et  il  en  est  de  même  de  z 
lorsque  cette  variable  reste  très  grande. 

A  chaque  valeur  de  5  correspondent  une  infinité  de  valeurs 
de  w,  à  savoir  /ni  Wj  -1-  m^  t02  +  u  et  m^  (04  -(-  mo  0)2  -H  A  —  u, 
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m,,  rrio  désignant  des  nombres  entiers  tout  à  fait  arbitraires. 
Si  l'on  fait  alors  z  ^=:f(u),  on  aura 

/(  //Il  toi  -h  ma  Wo  -!-  î^  )  =  /(  u  ) , 
/■(mi  wi-h  m2W2  -h  A  —  u)  =f(u)\ 

to<  et  C02  sont  ce  que  l'on  appelle  les  périodes  de  la  fonc- 
tion/(f^). 

Si  l'on  mène  dans  le  plan  deux  systèmes  de  droites  parallèles 
à  des  distances  w,  et  too  les  unes  des  autres,  on  décomposera 
le  plan  en  parallélogrammes  de  côtés  (û^  et  t02  5  ces  parallélo- 
grammes seront  dits  parallélogrammes  des  périodes.  De  ce 
qui  précède,  il  résulte  que  : 

1°  Dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  la  fonc- 
tion z  -zz:^  fi^u)  ne  passe  que  deux  fois  par  la  même  valeur; 
car,  en  négligeant  les  multiples  des  périodes,  on  a,  pour 
une  même  valeur  de  z,  deux,  et  seulement  deux  valeurs 
de  u^  à  savoir  u  et  h.  —  u\ 

2°  Q^ue  la  fonction  fi^u)  est  partout  monodrome  et  mono- 
gène; 

3"  Puisque,  pour  chaque  parallélogramme  des  périodes, 
elle  passe  deux  fois  par  la  même  valeur,  elle  a  dans  chaque 
parallélogramme  deux  zéros,  à  savoir  o  et  K] 

4°  Elle  a  aussi  dans  cJiaque  parallélogramme  deux 
infinis. 

L'un  d'eux  est  l'une  des  valeurs  de  l'intégrale 


,f 


GcL 


l'autre  est  A  —  a. 

5°  On  peut  vérifier  que  la  fonction  f{u)  passe  par  toutes 
les  valeurs  deux  fois,  dans  chaque  parallélogramme  des 
périodes. 

En  effet,  si  l'on  considère  l'équation 
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on  obtiendra  le  nombre  de  ses  racines  diminué  du  nombre  de 
ses  infinis  en  calculant  l'intégrale 


^  rf'{u)du 


prise  le  long  d'un  parallélogramme  des  périodes;  or  cette 

intésrrale  est  nulle;  car  —-^ — - — ,  étant  comme  fin)  double- 

ment  périodique,  prend  des  valeurs  égales  le  long  des  côtés 
opposés  d'un  parallélogramme  des  périodes.  Deux  côtés 
opposés  étant  parcourus  en  sens  contraire  fournissent  donc  V 
des  éléments  qui  se  détruisent  :  on  a  donc  V  =  o;  donc  le 
nombre  des  racines  de  /{u)  —  a  =--  o  est  égal  au  nombre  des 
infinis  de /(w),  c'est-à-dire  égala  deux.  c.   q.  f.  d. 

Remarque.  —  La  fonction  z  de  u  définie  par  l'équation 

r^  Gdx 

u  =    /  *  -? 

OÙ  £  est  une  nouvelle  constante,  n'est  pas  monodrome,  comme 
on  le  verra  plus  tard;  ce  fait  sépare  nettement  les  intégrales 
elliptiques  des  autres  intégrales  abéliennes,  telles  que  u,  ou 
d'une  forme  plus  compliquée. 

III.  —  De  la  fonction  sinam^^  ou  snw. 

La  fonction  ?,nu=z  est  définie  par  l'équation  difî'éren- 
tielle 

dz 

avec  la  condition  ^  i=  o  pour  u  =  o,  ou  par  la  formule 
_    r dz_ 
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Ses  propriétés  découlent  de  la  théorie  développée  aux  para- 
graphes précédents.  Si  Ton  pose  avec  Jacobi 

dz 


(^0 


(3) 


^^f  Trr 


kV= 


/   ^û 


;2)(i  — /:2^2) 
dz 


^     s/^i^z-^)^,-k-^z-^) 


ou  encore,  en  faisant  dans  cette  dernière  formule  k'-  =  i  —  A- 
et  I  —  k'-z'-  =  k'-t-. 


Uj 


'~-i 

«-^0 


dt 


Les  intégrales  prises  le  long  des  lacets  relatifs  aux  points 
critiques  seront  données  par  le  Tableau  suivant  : 


Le  point -i-  r  fournira  la  valeur 

»         —  I  )) 

I 

1 


2K, 


2K-f-'2KV-ï, 

»  —  2  K  —  2  K'  / —  1  ; 

en  ce  qui  concerne  les  points  critiques  -h  i  et  —  i,  cela  est 

Fig.  7. 


évident.  Pour  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  relative  au 
lacet  du  point  -j  {fig.  7),  on  remarquera  que  le  contour 
fermé  qui  se  compose  des  lacets  successifs  du  point  ,;  et  du 
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point  I  est  équivalent  au  double  lacet  abc  :  ainsi,  en  n'écri- 
vant pas,  pour  abréger,  la  fonction  à  intégrer 


d'où 

1 


1' 
Donc  : 


Jo  '^0  ^'l 

1 

I       =2K4-2KV- 


i*^  La  fonction  snu  est  monodronie  et  mono  gène. 

1^  Elle  a  deux  périodes  distinctes  4  K  e^  2  K^  y/ —  1 . 

3"  Elle  a  deux  zéros  dans  chaque  parallélogramme 
des  périodes,  à  savoir  o  et  2E.. 

4*^  Elle  y  a  deux  infinis  ;  Vun  d'eux  a  est  donné  par  la 
formule 

-  c     " 


ou 


--L 


dz 


L^     ^{i-z^){i-k^z^-) 

On  peut  supposer  que  l'intégration  s'effectue  le  long  de  la 
droite  H'H  passant  en  O  et  peu  inclinée  sur  O^  ;  on  peut  rem- 
placer cette  droite  par  les  deux  lacets  situés  au-dessus  d'elle 
et  par  une  demi-circonférence  de  rayon  infini  ayant  HH'  pour 
diamètre,  qui  fournit  une  valeur  nulle  de  l'intégrale;  on  a 
donc 

2a --.  2K -h  2KV^-i- 2K  =  4K -f- 2K'v/^, 
d'où  __ 

a  =  2  K  +  K'  y/ —  1 . 

Les  deux  infinis  sont  alors 

2K-i-KV"i     et     2K-(2K-hKV=^)  =  — KV^     ou     KV^- 
5^  On  a  aussi  par  définition  de  K  et  K' 

snK  =  i,         sn(K-T-KV^)=  ^' 
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6"   On  a 

sn{~u)==~snu,         sn{2K—  u)  =  snii. 
7"  Si,  dans  la  formule 

dz 


on  pose  ^  z=  -_,  on  trouve 


c'esl-à-dire 


;     )  on  trou 

u  =  y.zç:    f j>l_ , 

a  désignant  un  infini  ;  on  en  déduit 

,     r^  dy 

ou 

'  l         ±1 


sn(a  —  II)—  ihjK  = 


kz         kswu' 
si  l'on  fait  à.=  —K\ —  i,  par  exemple,  on  a 

ksnu 
ij  faut  adopter  le  signe  +,  parce  que,  pour  u  =  K,  on  a 

sn(K-HKV- 


■)=^ 


lonc 


/{  sn  u 


IV.  —  Sur  les  fonctions  cjiu  et  dnw. 

On  pose  en  w=  V^i  —  sn-'^^  ;  mais  cette  définition  est  insuf- 
fisante, tant  que  l'on  ne  précise  pas  la  valeur  du  radical  qu'il 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  ^3 
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faut  adopter;  si  l'on  suppose  que  l'on  prenne  cno=:  +1, 
cn;^  sera  bien  déterminé  dans  toute  portion  du  plan  ne  con- 
tenant pas  de  point  u,  tel  quesn?^  =  i  ousni^=:oo.  Sisnw 
devient  égal  à  i ,  on  peut  poser  «  =  K  -]-  u\  et  l'on  a 

sn(K+  u')=  sn(2K  —  K  —  u)=  sn(K —  u')] 

la  fonction  sn(R  H-  u')  est  paire  et  peut  se  développer  sous 
la  forme  i  +  A  u'-  4-  .  .  . .  On  a  alors 


en  w  =  \/ K  u''^  -h  B  a"* .  . ,  =  w'  s/ X  +  B  w'^  -i- . . .  ; 

pour  sn;^=i,    u'=o,   cnu  reste   monodrome  par  rapport 
à  u'  et,  par  suite,  par  rapport  à  u. 

Si  sni^  =  œ,  on  peut  supposer,  par  exemple,  u  =  K^ —  i  ; 

faisant  alors  cnu  =  -,  snu=  —  ?  on  trouve 


\J  W'^  —  I 

On  voit  que  v  est  fonction  monodrome  de  a  quand  w  =  o, 
donc  en  w  est  fonction  monodrome  de  u  quand  snz^  =  00. 
Nous  arriverons  aux  mômes  conclusions  par  une  autre  voie. 
Nous  poserons  aussi 

dnw  =  v^i  —  k^sn'^u,         dno  =  -4-i 

et  l'on  verra,  comme  on  l'a  fait  pour  la  fonction  cnu,  que 
dnu   est   monodrome,    même   lorsque   snz/=T;en   posant 

u  =  ^[\—  I  -t-  li',  alors 

I  v/sn2  u' —  I 


dn  M  =  V  I  —  k-  sn  ( K'  \/~  n-  w')  =  4  / 


sn-^u 


dnu  est  monodrome  par  rapport  à  u'  quand  u'  est  très  petit, 
et  par  suite,  par  rapport  à  u.  Donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Reprenons  la  formule 


^0 


^^i_^2)(i_X:2^) 
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ou^  =  sriw,  ^1  —  z- =^  cnu,  \^' i  —  /x-z-=dnu.    Soit   Uq  Ia 
valeur  de  l'intégrale  quand  z  suit  le  chemin  rectiligne  O  z. 
1°  Si  l'on  suit  le  lacet  -f-  i  et  le  chemin  rectiligne,  on  aura 


en  II  ■=  y/i  — z-  revient  en  z  avec  la  valeur  primitive  changée 
de  signe,  dn?/  =  \/i  —  k'^z-  revient  avec  sa  valeur  primitive  : 
donc 

!sn(2K — Uq)  —        snuo, 
cnfaK  —  Mo)  =  —  cnuç,, 
,   dn(2K — Mo)  =       diiMo. 

2"  Si  l'on  suit  le  lacet  -{-  j,  u  prend  la  valeur 

2  K  -h  2  K'  / 1  —  Uq, 


en 


uz=^\  —  z-  reprend  sa  valeur  initiale  à  l'origine,  mais 
dni/  =  y/ 1  —  A-s^  change  de  signe,  et  l'on  a 

i'  sn  (  2  K  --;-  2  K'  y/—  i  —  Mq  )  =  sn  Uq, 

(2)  <   en  (2K-f- 2K'v/ — j — Uo)  —  cnuQ, 

[  dn(2K-t- 2K'v/— 1  —  "0)  =  — dnwo. 

3"  Suivant  deux  lacets  —  i  et  +1,  puis  le  chemin  recti- 
ligne, a  prend  la  valeur  4K.H-  w,  cn;^  et  dnz^  reviennent  en 
dernier  lieu  à  l'origine  avec  leurs  signes  primitifs,  et  l'on  a 

1   sn  (4K+ Mo)  =  snwo, 

(3)  '   en  (4K  4- Mo)  =  en  Mo, 
(  dn(4K -h  Mo)  —  dnwo- 

4"  Suivant  deux  lacets  —  -,  et  +  ^  et  le  chemin  rectiligne, 
on  est  conduit  aux  formules 


sn  ( 4  K  -+■  4  K'  y/—  1  4-  Mo)  = 


sn  Uo, 
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OU,  en  vertu  des  formules  précédentes, 

1   sn  (4KV— ' -+- Mo)  =  snwo, 

(4)  <,  cn(4KV^-^  "o)  =  criMo, 
\  dn(4K'v/— 1  "  "o)  =  dnwo. 

5°  En  suivant  les  lacets   i  et  t  et  le  chemin  rectiligne,  on 
trouve 

isn(iK'^ — I -H  Mo)  =        snuo, 

(5)  <   en  (siK'v/— i-^  Wo)  =  —  en  Wo, 

'  dn(2K'v/— 1 -T- "o)  =  —  dnwo. 
D'ailleurs  on  a 

sn( — w)  =  — snw,         en — u  =  cnu,         dn  —  u  =  dnu; 

car,  quand  z  se  change  en  — z,  u  se  change  en  —  u^  etc., 
on  conclut  de  (3)  que  4K.est  une  période  des  trois  fonctions; 
mais,  en  changeant  dans  la  formule  (i)  i/o  en  —  Wq  et  en 
observant  que  dn;/o  =  dn(—  Wq)?  on  a 

dn(2K  -I-  Wo)  =  dn^o; 

ainsi  2K  est  une  période  plus  simple  de  dnw. 

En  vertu  de  (4),  4K.V —  i  est  une  période  des  trois  fonc- 
tions, mais  2K'y/ — i  est  déjà  une  période  de  snz/,  et,  si  l'on 
change  u^  en  —  Wq  dans  (3),  on  voit  que  2R  +  i^\  —  1  est 
une  période  de  en//. 

6^^  En  résumé,  4Ket  4K.'y/ —  i  sont  des  périodes  communes 
aux  trois  fonctions;  mais  elles  ont  individuellement  des 
périodes  plus  simples  : 

sn  M  a  pour  périodes  4 K     et     2K'/ — i, 

en  w  »  41^     et     2K  -f-  2KV—  '5 

dnw  »  2K     et     4KV— '• 

^°  Les  infinis  de  snw,  en//,  Anu  sont  évidemment  les 
mêmes,  à  savoir  K'y' —  i  et  2K  -[-  K'y —  i . 

8*^   Les    équations    cnu  =  a,    dnu  =  a    ont    évidemment 
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autant  de  solutions  dans  chaque  parallélogramme  des  pé- 
riodes qu'elles  possèdent  d'infinis,  c'est-à-dire  deux;  la  dé- 
monstration de  ce  fait  est  identique  à  celle  que  l'on  a  faite  à 
propos  de  l'équation  snu  =  a;  cn?^  et  dn^^  en  particulier 
ont  deux  zéros  dans  leurs  parallélogrammes  respectifs,  en;/ 
est  nul  quand  sn ii=  i,  donc  les  zéros  de  cnu  sont  K  et,  en 
vertu  de  (2),  K  -h  2K'^—  1  ou,  en  retranchant  une  période, 
—  K.  Pour  trouver  les  zéros  de  dn:t,  on  observe  que 


(K-K'/^)=;. 


donc 


dn(K-KV— 0  =  0 


et 


dn(— K4-KV— 0  =  0 


ou 


dn(K-HK'v/^=7)=o 
dn— (K+K'v/^^)  =  o. 


Le  Tableau  suivant  résume  les  principales  propriétés  des 
trois  fonctions  : 


snu. 

en  u. 

dnu. 

Périodes  . 

Zéros 

Infinis  .  . . 

4K,  2KV— 1 

0,  2K 
2K-1-KV-1, 

kV-i 

4K,  2K-4-2KV— i 
K,  -K 

Id. 

2K,  4KV-I 

±(k-i-kV-0 
Id. 

i 

V.  —  Dérivées  de  snw,  cnw,  dnu. 
De  l'équation 


dx 


on  tire 


dx 
du 


x^){i  —  k^x^) 


\/{i  —  x^){i  —  k-^x^) 
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OU 

(i)  sn'u  =  cnuànu. 

On  a  ensuite,  en  différen liant 


cnu  =  ^  i  —  sn^u, 
snusn'u  snu 


v/i  — sn-^M  cnï^ 

OU,  finalement, 

(2)  cn'u  =  —  snudnu; 

de  même,  en  différentiant 


cnu  dnu 


ânu  =  \/i  —  k'^  sn2  u, 


on  a 


k^snusn'  u               ,„  sn  w  , 

dn' u  — =  —  a:-  j cnu  dnu 

^i  —  k^sn^u  dnw 

OU 

(3)  dn' u  =  —  k^snucnu. 

Si  l'on  avait  quelques  doutes  sur  les  signes  des  seconds 
membres  des  formules  (i),  (2),  (3),  on  observerait  que  ces 
formules,  ayant  lieu  pour  de  petites  valeurs  de  u,  sont  géné- 
rales. 

Si  l'on  pose  sn u  =  p ,  cnu  —  q ,  du  u  =  r,  on  voit  que  les 
formules  (i),  (2),  (3),  donnent 


dp 

du 
dq 
du 
dr  ,, 


du 


du 


On  a  donc  une  solution  des  équations  différentielles 
précédentes  en  prenant  /?  =  sn(  w -}- c),  ^==cn(?^  +  c), 
^  =  dn(;^  +  c);  c  et  A-  désignent  alors  des  constantes.  Cette 
remarque  sera  utilisée  plus  tard. 
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VI.  —  Résidus  des  fonctions  elliptiques. 

Le  résidu  de  sn^  pour  x  ^^  K'y' —  [,  par  exemple,  est  la 
limite  de 

(.r  —  K'/—  i)sna7 

pour  X  =  KV —  '  '  ^^^  ^^ 

£  ?n  (K'v/ —  I  -H  e) 

pour  £  ==  o,  ou,  en  vertu  d'une  formule  du  paragraphe  pré- 
cédent, de 


/rsns' 

ou  de 

I 

/:  cns  tins 

c'est-à-dire  y  • 

Les  autres  résidus  se  calculent  d'une  manière  analogue 
quand  on  connaît  cn(R'y/ —  i  +  s),  dn  (K'y/ —  i  +  s)  ;  nous 
apprendrons  à  les  calculer  plus  loin. 

VIL  —  Remarque  importante. 
Les  zéros  et  les  infinis  de  sn^,  cn^,  dn^  sont  simples; 
sn'cr  =  cna?  dn^r. 


en  effet,  on  a  trouvé 


Si  l'on  fait  x=o  ou  ^^  2K,  on  voit  que  sn'^  reste  fini; 
donc  les  zéros  de  sn^  sont  simples;  on  verrait  de  même  que 
ceux  de  cnx  et  dn^  sont  simples  aussi. 

Cette  même  formule  montre  que,  si  sn.27  est  infini,  d'abord 
cn^  =  y/i  —  sn-^  et  dn^^y^i  —  A^sn-^  sont  infinis  de 
même  ordre;  donc  sn'^r  et  sn^^  sont  infinis  de  même  ordre. 
Supposons  donc  que  sn^r  ait  un  infini  d'ordre  a,  sn'^  aura 
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cet  infini  à  l'ordre  a  +  i  et  sn^^  de  l'ordre  2a;  on  doit  dom 


avoir 

a  4-  I  =  ^a 


ainsi  sn^  ne  peut  avoir  que  des  infinis  simples;  il  en  est  évi- 
demment de  même  des  deux  autres  fonctions  cn^  et  dn^. 


VIII.  —  Discussion  rapide  des  fonctions  elliptiques. 

Il  est  naturel  de  chercher  à  discuter  la  fonction  snu  au 
moyen  de  la  formule 


dx 


/(i  — a72j(i  -/c2a72)' 


qui  sert  à  la  définir  quand  on  y  suppose  k  réel  et  moindre 
que  I.  On  voit  que  u  el  x  sont  de  mêmes  signes,  qu'ils 
varient  dans  le  même  sens,  jusqu'à  ce  que  ^  =  zt  i  :  à  partir 
de  là,  u  cesse  d'être  réel  quand  x  croît;  x,  c'est-à-dire  snu, 
varie  donc  entre  les  limites  —  i  et  +  i  quand  u  varie  de 


r^ dx ,       r^__ 


dx 


i  —  x^)[\  —  k'^x^) 


ces  quantités  seront  désignées  par  — K  et  +K;  il  semble 
que  u  ne  puisse  pas  prendre  d'autres  valeurs,  mais  c'est  là 
une  erreur  analogue  à  celle  dans  laquelle  on  tomberait  si  l'on 
partait  de  la  formule 

r^     dx 

arcsina7=   /       ^ 

pour  définir  le  sinus,  et  ici  il  semblerait  également  que  l'arc 
sinus  dût  varier  entre  —  -  et  +  -?  mais  l'arc  sinus  franchit 
en  réalité  ces  limites,  parce  que  l'on  admet  que  la  dérivée 
peut  être  zb  et  que  le  passage  de  x  par  un,  annulant 

si  i  —  x"^ 
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le  radical,  lui  permet  de  changer  de  signe.  Si  donc  on  veut 
retrouver  la  continuité  dans  l'arc  sinus,  il  faut  nécessaire- 
ment prendre  le  radical  avec  le  double  signe.  Nous  ferons  de 
même  dans  la  discussion  de  l'amplitude  u,  et  nous  admettrons 
alors  que  ii  continue  de  s'accroître,  quand  x  décroît,  le  ra- 
dical changeant  de  signe;  alors  x  ou  snw  va  successivement 
repasser  par  la  série  de  valeurs  par  lesquelles  il  était  passé 
et  l'on  aura  sn(K -I- z^)  =  sn(K  —  w);  on  a  donc,  en  obser- 
vant que  sn^^  =  sn( —  u)^ 

sn(K-i-  u)  =  —  sn(i4  —  K)=  sn(w  —  3K) 

et,  en  faisant  K  -f-  w  =  ^, 

sn(^  =  sn(p  —  4K); 

et,  par  suite  aussi,  snç^  =  sn(ç^ -|- 4K)  =  sn(v^  +  4^iK), 
en  désignant  par  m  un  entier  quelconque;  4K  est  donc  une 
période  de  snx  comme  27û  est  une  période  de  sin^.  \^^fig.  8 


Fis. 


ci-contre  représente  assez  bien  la  marche  delà  courbe  jK=sn^ 
pour  A"  <  I  ;  on  y  a  joint  les  courbes  y  ^=.  cn^,  y  =  dn^. 
Lamé  appelait  sn^  \\n pseudo-sinus,  cnx  \in  pseudo-cosinus 
et  dn^  un  pseudo-rayon  ;  cnj:  a  pour  période  4K,  mais  àr\x 
a  pour  période  2K.  La  courbe  r  =  cn^  ne  diffère  dejK  =  sn^ 
que  par  sa  position,  et  l'on  a  cn^  =  sn(K  —  x). 


(a) 
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IX.  —  Équation  d'Euler. 

L'équation  suivante 

d:r  zt  dr 


y/A +  B^H- Ga72H-D^a_^  Ea7*       ^A  -\-  B7  -+-  Gj^  ^  Dj^  -^  E^* 

dans  laquelle  A,  B,  G,  D,  E  désignent  des  constantes,  s'intègre 
bien  facilement  au  moyen  des  quadratures,  et,  pour  obtenir 

cette  intégrale,  il  suffît  évidemment  d'écrire  le  signe  /en  avant 

de  chacun  des  deux  membres.  Mais  il  est  bien  remarquable 
que  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  qui  se  présente 
naturellement  sous  une  forme  transcendante,  peut  se  mettre 
sous  la  forme  algébrique 

,  o  X  (  /a  -h  B^  -f-  Cx'^  -f-  -D^-^  -H  E.r'^  +  y/A  +  B  j  -f-  G j^  +  Dj^  +  Ej* 

( ,-- )  ^  , 

/        =  (^ — j)\/E(a7-f-j)2H-  D(a7-T-jK)-+- K, 

K  désignant  une  constante  arbitraire.  Euler,  à  qui  l'on  doit 
cette  découverte,  est  parvenu  à  ce  résultat,  dit-il,  «  quasi 
dwinando  »  ;  et,  malgré  les  progrès  de  la  Science,  on  n'a 
d'autres  méthodes  naturelles  pour  y  parvenir  que  celles  qui 
sont  précisément  basées  sur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, que  le  résultat  trouvé  par  Euler  a  pour  ainsi  dire  fait 
naître. 

Richelot  et  Cauchy  ont  essayé  de  donner  des  démonstra- 
tions directes  de  la  formule  (P),  mais  il  est  plus  simple  et  plus 
naturel  encore  delà  vérifier  par  la  diff*érentiation  après  l'avoir 
résolue  par  rapport  à  K. 

Lagrange  a  intégré  l'équation  d'Euler  d'une  façon  assez 
élégante,  comme  on  va  le  voir,  en  la  ramenant  d'abord,  au 
moyen  d'un  changement  de  variable,  à  la  forme 

dnr  dy 

puis,  en  posant 
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à  la  forme 

do  d<]j 

(ibis)  '  -  ^  - 


En  égalant  ces  rapports  à  dt,  on  a 

do        , dh 


(2)  ■  -L  =  v/'->^'siir^ci),         -^  =  /i-/:2sin2i};; 

si  l'on   différentie  ces  deux  équations  par  rapport  à  t^  on 
trouve 

d'^o  /:2  sincp  coscp    <icp  c?2^  /i:2  sirn};  cos^^    dlf 

ou,  en  vertu  de  (2)^ 

dV^  '         ^  dt^  ^         ^ 


Posons 


nous  aurons 


l^^p^q^  <^^r=p  —  q 


d'où  l'on  tire 

(p.  Y)  d^q 

(3)  -T^  =  — /:2sin/>  cos^,         —^  =  —k^smqcosp. 

Les  formules  (2)  donnent  encore 

_         />:2(C0S2CÛ  —  C0S2(^) 

ac  ai  2 


ou 

d{o  +  <];)  G?(cp  —  4;)        I 


ou 


^t^  =  l'^'-\-''»^(p^i^-<'°'(p-'iy\ 
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OU  enfin 

dp  dq  ,      . 


)e  cette  formule  et  de  (3)  on 

tire 

d'-p 

dpdq^''^'^^ 

u 

d'-q 
dpdq='''^ 

dp    =^^'^^9, 

d^q 
a^    =cotpdp; 

en  intégrant,  il  vient 

log-^  =logsmq  -^logb,         log-^|  =  logsin/?  +  loga, 


ou 


dp        .    .  dq 

-  -    r=  6  8111(7,  -f- 

dt  ^'  dt 


(4)  -,-=6sing,         -7^  =  a  sin/?, 


a  et  h  désignant  des  constantes  ;  on  en  déduit 

a  sin/>  dp  =  b  sin^  dq 
ou,  en  intégrant  et  en  appelant  c  une  constante, 

(5)  a  cos/)  —  6  cosy  +  c. 

Les  équations  (4)  donnent,  en  remplaçant  p  el  q  par  leurs 
valeurs, 

^^ =  6sin(cp-i];j,         ^^ =asin(cp  +  ^) 

OU 

(0)  /i  —  ^^sin^cp  +  /i  — /:2sin2  4;=  6sin(ç)  —  (|^), 

(7)  y/i  —  A-2  sin^cp  —  ^i  —  /c^  siii^t];  —  a  sin(cp  +  t|;). 

D'ailleurs,  entre  les  constantes  a  et  Z^,  on  a  la  relation 

ab  =  —  k^, 
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ainsi  qu'on  s'en  assure  en  multipliant  (6)  et  (7)  membre  à 
membre.  La  formule  (5)  peut  s'écrire 

(8)  rt  cos(cp -t- (j;)  =  6  cos(cp  —  ^)-\-c. 

Désignons  par  jj.  la  valeur  que  prend  o  pour  i!>  =  o  :  les  for- 
mules (6),  (7),  (8)  donneront 


y/i  —  k'^  sin2  ^x -{-  \  =  b  sin  [x, 
(9*  {  \/i  —  /v-sin^jj.  —  1  =  a  sin  [X, 

a  cos  [JL  —  b  cos  [j.  =  c. 

Remplaçons  dans  (8)  a,  b.  c  par  leurs  valeurs  tirées  de  (9), 
nous  aurons 


i/i  —  A-2  sin2  a  —  I  i/i  —  A:'^sin2!ji, -i- I 

■^^ -. '- C0S(C3  -h  <];) ; — COS(cp  —  U;) 

sin  [J.  w         i  /  sin  [JL 

i/i  —  A:^  sin 2  M  — I  i/]  —  A:2  sin^  u.  +  i 

=  -^^ -. cos  u.  — -. cos  ut, 

sin  [JL  sinfjL 

ou  bien 

(10)  coscp  cos(|^  —  sincp  sintj;  y/i  —  k^  sin2  [j,  =  cos  [Jl, 

équation  célèbre  et  que  l'on  interprète  facilement  en  obser- 
vant que,  si  l'on  pose 

cosM  =  —  y/i  —  A:2sin2[j., 

cp,  ^}>,  [JL  seront  les  côtés  opposés  d'un  triangle  sphérique  dont 
l'angle  opposé  à  [jl  sera  M. 

Si  l'on  change  ^  en  —  '-!>,  on  voit  que 


coscp  cos^*  -T-  sincp  sint}»  /i  —  k^  sin^jji  =  cosfx 
sera  une  intégrale  de 

do  d'\) 

—  H-     ,  ^        =  =  O. 

y/i  — A"2sin2^         /i  — A2sin2d; 
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X.  —  Addition  des  fonctions  elliptiques.  Méthode  de  Lagrange. 

Je  suppose  que  l'on  soit  parvenu  à  intégrer  sous  forme 
algébrique  l'équation 

,   .  dx  dy 

(l)  -H     ,  •  =o, 

si  l'on  pose  x  =^  snu^  y  =^  snv^  une  intégrale  de  cette  équa- 
tion sera 


r""' dx^ r^' 


dy 

const. 


ou 

u  -\-  V  =  const.  ; 
soit 

o{x,  y)  =  const. 

L'intégrale  algébrique  de  (i),  u -^  v  ei  o{x^y)  étant  con- 
stants en  même  temps,  on  aura 

ou 

•    a -1- ç^  =:  F[cp(sn  ji,  snt»)];, 

et  la  fonction  F  sera  facile  à  déterminer  en  faisant  ^  =  o,  par 
exemple;  on  pourra  donc  calculer  u  -\~  ç  an  fonction  de  snw 
et  snv,  et  l'on  obtiendra  diverses  formules  suivant  la  nature 
de  la  fonction  cp  que  l'on  aura  trouvée  ;  toutes  ces  formules 
devront  évidemment  rentrer  les  unes  dans  les  autres. 
En  posant  x  =  sincp,y  =  sin<];,  la  formule  (i)  devient 


do 


d<\^ 


v/i  — /:2sin2çp        ^L  —  k^sin^^ 
etLagrange  a  trouvé,  pour  intégrale  de  cette  équation  (p.  2o5), 
coscp  cos^];  H-  sincp  sint];  \/ 1  —  A^sin^  jx  =  cos  [j., 


THÉORIE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  2O7 

'ji  désignant  la  constante  d'intégration;  cette  intégrale,  en 
reprenant  ^  et  ;r  pour  variables,  devient 

en  i^  en  i^  —  sn  w  sn  p  dn  [JL  =  en  (jl, 

[JL  est  la  fonction  de  u  -f-  ^  qu'il  faut  déterminer  j  or,  en  fai- 


cnp  =  en  M-, 


donc  jjL  =  ^^  -f-  V,  et  l'on  a 

(2)  en  t«  enç^  -i-  sn  i^  snç^  dn(  w  -r-  ç')  =  en(  w  -}-  p). 

Si  à  cette  formule  on  adjoint  les  suivantes 

cn{u^r-v)—\/\  —  sn2(w-t-p), 
àn{u-^-  V)  =  \/ i  —  /»:=^sn2(  ît  -f-  f  ), 

on  obtient  des  formules  qui  donnent 

sn{u-\-  v),     dn(î^H-p),     en(wH-p), 


qui  sont 


sn  M  cnp  dnt»  H- snt^  en  ?«  dn  fi 

sn(  u  -^  v)^= 


I  — 

■  k'^  &n.'^  u 'iii^  V 

cnucnv  - 

—  dn  u  dn  v  sn  u  sn  p 

I  — 

■  k- m'^  Il  ?>n^  V 

(\uu  (\nv 

—  k-  sn  u?>nv  en  w  en  t^ 

(3)  \   cn{u  -^  v) 


I  —  /c^sn  u^  sn^(^ 

et  que  nous  retrouverons  dans  le  paragraphe  suivant. 

Ces  calculs  sont  compliqués  et  laissent  subsister  quelques 
incertitudes  sur  les  signes  que  l'on  doit  adopter.  Abel  se 
borne  à  vérifier  les  formules  précédentes  dans  son  exposition 
de  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques.  Voici  comment  : 
appelons  /  le  second  membre  de  l'une  quelconque  de  ces 
formules;  il  vérifie  que  l'on  a 

àf_àf__ 
du        dv  ~  ^' 
ce  qui  peut  s'écrire 

—^77 =  O. 
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Il  en  conclut  que  les  seconds  membres  de  ces  formules  sont 
fonctions  de  u-\-  ç]  puis,  faisant  dans  le  second  membre  de 
la  première,  par  exemple,  (^  =  o,  il  trouve  qu'il  se  réduit 
à  snw;  il  en  conclut  que  ce  second  membre  est  égal 
à  sn{u  +  v). 

Despeyrous  arrive  assez  rapidement  aux  formules  (3)  en 
remarquant  que,  en  multipliant  l'équation  (i)  par 

son  premier  membre  devient  une  différentielle  exacte;  alors 
l'intégrale  de  cette  équation  se  présente  sous  la  forme 

^  v/(  '  —  y'') (  '  —  A"^^^ )  -\- y  \/ {\  —  x^^){\  —  k^ x'^)  _ 

T—    -    -  —  const., 

1  —  k^-x^y'- 

ce  qui  fournit  immédiatement  la  première  formule  (i),  mais 
ces  procédés  sont  tous  longs  ou  détournés.  Nous  établirons 
ces  formules  d'addition  par  la  méthode  de  Clebsch  qui,  à 
cause  de  sa  grande  généralité,  nous  sera  utile  dans  d'autres 
circonstances. 

XI.  —  Méthode  de  Clebsch. 

La  méthode  de  Clebsch  repose  sur  le  théorème  d'A^bel 
(p.  i54)  '•  coupons  la  courbe 

(l)  ^2^(l_^2^(l_/,2^2) 

par  la  parabole 

si  l'on  appelle  (^i,  J^i),  (^2,^2),  (^3,^3),  (^4,  J/.)les  coor- 
données des  points  d'intersection,  en  vertu  du  théorème 
d'Abel,  on  doit  avoir 

dxx        clx^        dx-x        dxL 

(3) -^ =H -H ^=0, 

^  ri      j2       j3       74 
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car  ici  2y  est  la  dérivée  relative  ày  du  premier  membre  de  (i). 
Or  l'un  des  points  d'intersection  des  courbes  (i),  (2)  a  pour 
coordonnées  o  et  i .  La  formule  (3)  se  réduit  alors,  en  sup- 
posant ^^4  =  I,  ^,,  =  0,  à 

/ ,  X  dxi        dcr.j        dx-> 

(4)  — -  H ^  H ^  =0 

7i        J2        y-i 
ou  à 

v/(i  -  x\  )(i  -  k^x\  )       yj^^  —  x\){i-k^x\)  ~"  v/(i-^|)(i_A-2a7|)  ~ 

Posant  alors  x^  =  %\ia,  x^^sub,  x^=zsnc,  cette  formule 
donne 

(  5  )  da -^  dh  -\-  de  =  o  ; 

or^,,  ^2?  oc^,  Xr^  satisfont  à  l'équation 

(i  _  ^2)(i  _  /-2^2)  =  (T  -H  ^,x  +  a;r2)2 
ou 

^.3^A-2  _  a2)  -  2  a3^2  _  (i  4-  /,2  +  2a  +  [32)37  -  2  3  =  o. 


On  en  tir^ 


2a3 
/v-  —  a2 


(  fa  )  /  iCj  3^2  373  = 


a  = 


On  a  aussi 


3?!  -+-  a"2  H-  x^ 

Xx  T-iX-i 


>^2  =  I  +  {^^2-+-  a;r- 


OU 


7i^2  — ^iJK2  =  372  — rrjH-  a a:-!:??^  (371—^2) 

OU,   en   vertu  de  la  dernière  formule  (6), 


x^  = 


^271— 72-2?l 

c'est-à-dire 

sn^CT  —  sn26 


snècnadna — snacnôdn// 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV. 
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mais,  en  vertu  de  (5), 

de  =  —  da  —  dh^ 

ou,  en  appelant  G  une  constante, 

c  =  G  —  a —  h\ 
on  a  donc 

,^  ,.  sn2a  — sn2è 

sn(G  —  a  —  o)-=  — -, -. 7— j — r* 

Pour  déterminer  G,   il  suffit  de  faire   — a=^b\  on  a  alors 
snG  =  o,  et  l'on  peut  prendre  G  =  o  :  on  trouve  ainsi 

sn(a  -T-  6 


su acnb  ànb  —  snb  cnaàna 

Multipliant  haut  et  bas  dans  le  second  membre  par 

sna  cn^  dn^  •+- snè  cna  dn^r, 

le  dénominateur  devient 

sn^a  cn26  àn'^b  —  sn^è  cn^a  dn^a 
OU 

sn2a(i_  sn26)(i  —  /.^  sn^^)—  sn2è(i  —  sn2a)(i  —  A-2  sn2a) 

OU 

(sn2a  —  sn2^>)(i  — A-2  sn2a  sn'^b); 

et  l'on  a,  toutes  réductions  faites, 

sn  a  en  è  dn  6  -h  sn  è  en  a  dn  a 


sn(a  +  6)  = 


1  —  k^  sn2a  sn2è 


Telle  est  la  démonstration  la  plus  directe  que  l'on  connaisse 
de  la  formule  d'addition  des  fonctions  elliptiques. 

Cette  formule,  en  posant  sna  =  5,  cna=:c,  dna  =  <^, 
sn6  =  5',  cn6  =  c',  ànb  =  d' ^  peut  s'écrire 

,.       sc'd'-\-s'cd 
m{a  +  b)=    ,_^,,^,^,,  ; 

on  en  tire 

(,  _  kis^s"^y-  —  {sc'd'-^s'cdT' 


—  sn2(a-h6)  = 


(l  —  /v2525'2)2 
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OU 


cn2(a+6) 


s'^)(l-/c^~S^l^2Ss'cc'dd' 


(l—  X:2*2^'2)2 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

±cn(a+  b)=  C"^cn6  — dnodnj^n^jnj 
1  —  A-^  sn^ a  sn-2 b  ' 

on  prendra  le  signe  +  devant  le  premier  membre,  afin  que 
la  tormule  ait  lieu  pour  b  =  o. 

On  ealeule  de  même  dn(«  +  6)  et  l'on  arrive  ainsi  aux 
lormules 

I  —  >('2sil2<2Sn2ô  ' 


I  — A'2sn2asn26  ' 

àn{a±b)=  ^^^^^^^""sriasnbcnacnb 
ï— /.2sn2asn2  6~ 


XII.  -  Nouvelle  méthode.  -  Théorème  de  Poncelet. 
Soient  O  et  O'  les  centres  des  deux  cercles  (fcg.  g),  soient 


Fis. 


PP'  et  QQ'  deux  tangentes  infiniment  voisines  au  cercle  0'- 
soient  R  et  /•  les  rayons  des  deux  cercles  O  et  O';  soient  enfin 
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^  =  2cp,  ^  =  2^,  00'=  a.  Les  triangles  MPQ  et  MFQ' 

donnent 

PQ   _  MP 

P'(^'  ~  MF 
ou 


c/cp   _  VO'P^^—  r2  _      /R2  -+-  «2  _|_  2  R  ^  cos  '2t^  —  r2 

^i  ""     / 2  ~  V    R"^  + a^H- 2Ra  CÛS2CÛ  —  r^ 

^        VO'P  —  r2        '^  ^ 


si  l'on  fait  alors 

^'^  '  (K  +  a)2-,^2=^-' 


on  aura 


(2) 


v/i  —  A"2  sin2çp        y/i  —  A-2sin2(|i 


Il  résulte  de  là  que,  si  sur  la  figure  on  trouve  une  relation 
finie  entre  les  angles  o  et  tj>,  ce  sera  l'intégrale  de  (2),  et  l'on 
aura  ainsi  un  nouveau  procédé  pour  intégrer  la  formule  (2). 
Or  on  a,  en  projetant  le  contour  O'OPM  sur  O'M, 

a  cos  (  cp  -h  (]^  )  +  R  cos  (  <]/  —  9  )  ==  ^ 
ou 

(a+  R)coscp  cost];  +(R  —  a)sincp  sirn}»  =  r 

ou  encore 

(3^  coscp  cos6 -H  ( -p; sinco  siinL  =  — -• 

^    '  ^         ^       \R-l-a/         '         ^        R  +  a 

De  la  formule  (2)  on  tire 

J^     y/i  —  /:2sin2cp      J^      \/ 1  —  k^  &in'^'^      J^      \/  \  —  k"^  sin^  jj. 
[JL  désignant  la  valeur  de  cp  pour  rj;  =  o  ;  on  conclut  de  là  que. 
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si  l'on  fait  ^  =  o  dans  (3), 


^  /(R-4-a)2_^2 

4Ra  (RH-a)2  — r2 


A-2  sin2  u.  =  I  — 


4Ra  /R  — a\2 


_  /R  — g 

~^       (R  +  a;2~\R4-a 

et  la  formule  (3)  s'écrit 

coscp  cos^  ±  \/ 1  —  k'^  siii-  }x  sincp  sirn^  =  cos  [x, 

résultat  déjà  obtenu  (p.  2o5).  Jacobi,  à  qui  l'on  doit  la  mé- 
thode précédente,  en  a  déduit  la  démonstration  d'un  théorème 
curieux  de  Poncelet.  La  formule  (4)  peut  s'écrire 

r'-^'  do r^'  ch  _    r^  do 

J^       \/i  —  t^  sin2  cp       J^       /i  —  t^  sin2  cp       J^      y/i  —  t^  sin^  cp 

en  changeant  cp  en  o,  et  ^  en  cpo,  ou  encore  en  posant,  pour 
abréger, 

do  r"^'         r"^'         r^ 

\/i  —  /r^sin^cp  ./o  «-^o  «-^o 

Supposons  que  par  le  point  P'  on  mène  une  tangente  P'P'' 
au  cercle  f\  soit  P'^  le  point  où  elle  rencontre  le  cercle  R;  par 
le  point  P",  menons  encore  une  tangente  P"P"^  au  cercle  r, 
et  ainsi  de  suite;  soit  -r—  =  acpa,  —r—  =  2cp5,  .  .  .  ,  nous  au- 
rons les  formules 


?3  ^? 

(5) 


'       dm  —    /  dw  =    I      dm, 

0  «-  0  «A 

1  (^TTT  —    /  dm  =    I      dm, 

0  ^0                          'Jq 
• ) 

1  dm  —   I  dm  =    l      dm 
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et,  en  ajoutant, 


(6) 


'       <:fe  —    /       dm  =  {n  —  0   /      ^^ 

0  t/o  t/o 


ou  encore 

dm  =  const. 

■?i 


/: 


Supposons  que  le  polygone  PFP'^  . .  se  ferme  :  alors  on  aura, 
par  exemple,  2(^a=  ^^i -h  ^pr.,  p  désignant  un  nombre 
entier  ou  (p,^  =  o^ -j-^tt;  la  formule  précédente  donnera 
alors 

I  dm  =  const.  =    /       dm. 


'0 

'9. 


dm  ne  dépend  pas  de  o,  ; 

Y. 

la  condition  pour  que  le  polygone  se  ferme  ne  dépend  donc 
pas  de  cpi.  Donc,  si  ce  polygone  se  ferme  pour  une  position 
particulière  du  point  P,  il  se  fermera  quel  que  soit  ce  point. 
C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  Poncelet.  Il  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  un  polygone  de  n  côtés  peut  être  à  la  fois  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  cercles,  il  existera  une  infinité  de  poly- 
gones jouissant  de  la  même  propriété. 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif,  et  il  subsiste,  par 
conséquent,  quand  aux  deux  cercles  on  substitue  deux  coniques 
quelconques. 

.  Le  théorème  de  Poncelet  est  lui-même  un  cas  particulier 
d'un  autre  théorème  beaucoup  plus  général  également  trouvé 
par  Poncelet,  et  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Si  les  divers  côtés  d'un  polygone  touchent  une  co- 
nique et  que  tous  ses  sommets  moins  un  décrivent  une 
autre  conique,  le  sommet  libre  décrit  une  conique  (voir 
Chap.  VII,  §  6). 
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XII.  —  Intégration  de  l'équation  dy 


dx 


/A-+-B^2^Ga;* 


En  cherchant  les  é 
font  sn^,  cn^r,  dn^ 

(i)  Si  7=  sno-,  ... 

(2)  j=  cn^,  ... 

(3)  7=    dn^,  ... 

(4)  7=    tna7,  ... 


(^>     y-^x' 


(6)  y  = 

(7)  y  = 

(8)  y  = 


I 

dna? 

I 
tn:c 


quations  différentielles  auxquelles  satis- 
.  .  . ,  on  trouve  que 


dx  ~ 

^{\-y^){i-k'-y'), 

dy 
dx  ~ 

-/Y(-7^)(i  +  |;7^)' 

dy  _ 

dx  ~' 

dy  __ 
dx   " 

-Ay(i-7^)(f:-i), 

v/(i+7^)(i  +  ^V'), 

dy  _ 
dx  ~ 

-Ay(x-7^)(i-f!), 

dy_ 
dx   " 

dy  _ 
dx 

^(7^-1)  (1+^7^)' 

v/(7^-0(i-^V), 

dx 


/Y(.+r')(.  +  |!) 


Ceci  posé,  s'il  s'agit  d'intégrer  l'équation 

on  la  ramènera  à  l'un  des  types  précédents  et  l'on  en  aura 
immédiatement  l'intégrale;  ainsi,  par  exemple,  si  A,  A', 
B,  B'  >>  o,  on  écrira 


dx 


^/(-¥ 


A' 


et  l'on  posera 


y 


v/!=- 
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on  aura  alors 


£  =  V/'BA'^/0-^.^)(: 


BA' 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  -j^— 7  <  i  ;  ou  le  posera  égal 
à  /:'-,  et  l'on  aura 

dz 


par  suite,  en  négligeant  une  constante, 

z  =  ln{x  v/bT),        y  =  i/|  ln{x  /BA'). 

Les  quelques  difficultés  qui  pourraient  subsister  disparaîtront 
quand  on  aura  lu  le  §  26  du  Chapitre  suivant.  Dans  ce  para- 
graphe, on  verra  comment  on  peut  mettre  sous  la  forme  a  +  bi 
les  fonctions  elliptiques  dont  la  variable  est  imaginaire. 
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CHAPITRE  VIII. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES 
ET  DES  FONCTIONS  AUXILIAIRES. 


I.  —  Introduction. 

L'étude  des  intégrales  elliptiques  nous  a  révélé  l'existence 
des  fonctions  monodromes,  monogènes  et  doublement  pério- 
diques. Lorsqu'une  fonction  possède  deux  périodes  et  qu'elle 
est  monodrome  et  monogène,  elle  jouit  par  cela  même  d'une 
foule  de  propriétés  curieuses  qui  en  facilitent  considérable- 
ment l'étude;  ce  caractère  de  double  périodicité  fait  que  la 
fonction  en  quelque  sorte  est  condensée  dans  l'un  des  paral- 
lélogrammes des  périodes,  et  il  suffît  de  l'étudier  dans  cette 
portion  finie  du  plan.  Nous  allons  donc  nous  proposer  de 
résoudre  cette  question  très  générale  : 

Quelles  sojit  les  fonctions  doublement  périodiques  mono- 
dromes et  monogènes,  et  quelles  sont  les  propriétés  géné- 
rales communes  à  toutes  ces  fonctions. 

En  nous  plaçant  à  ce  point  de  vue  très  élevé,  nous  rencon- 
trerons les  fonctions  elliptiques  et  nous  verrons  leurs  pro- 
priétés se  dérouler  avec  une  netteté  merveilleuse.  Nous  sup- 
poserons une  fois  pour  toutes  que  les  fonctions  dont  nous 
aurons  à  nous  occuper  n'ont  pas  de  points  essentiels  à  distance 
finie. 

II.  —  Premier  théorème  d'Arithmétique. 

Étant  donnés  deux  nombres  quelconques  a^  et  a^,  on 
peut  toujours  trouver  des  entiers  /n,  et  juo,  tels  que 
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£  désignant  un  nombre  donné  aussi  petit  que  Von  veut^ 
mais  fixe. 

En  effet,  divisons  a,  par  a^^  soient  ^^  le  quotient  et  a^  le 
reste,  moindre  en  valeur  absolue  ou  tout  au  plus  égal  à  —  ; 
divisons  a^  par  «23,  soient  [JL2  le  quotient  et  «/,  le  reste,  moindre 
en  valeur  absolue  ou  tout  au  plus  égal  à  —?  etc.  ;  on  aura 


d'où  l'on  tire,  en  éliminant  «3,  a.,,  .  .  .,  an, 

irii ai  -\-  m2a^  =  cin+i > 
m^  et  m 'y  désicrnant  deux  entiers  ;  or  «3  <<  —  ?  a'^  <C~y   •  •  • , 

donc  «3  <  Y'  <^4  <-T'  •  •  -7  <^^/i+i  <  ;^i;  <^/i+i  peut  donc 
être  supposé  aussi  petit  que  l'on  veut,  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé. 

Dans  les  Traités  d'Algèbre  on  démontre  aussi  ce  théorème 
au  moyen  de  la  théorie  des  fractions  continues. 


III.  —  Second  théorème  d'Arithmétique. 

Si  L'on  considère  les  quantités 

an-hi  =  aifUi-h  a^nii-^^. .  .-h  anTUn, 

] 


an- 
\  bn-^\  =  bimi-+'  b^m^-i-.  .  .-h  bfim,,, 


au  nombre  de  n  —  i ,  a, ,  «2?  •  •  •  5  <^/o  ••  -,  /<?•••  5  4  dési- 
gnant n{n  —  i)  quantités  quelconques,  on  pourra  toujours 
choisir  les  entiers  m^^  m^,  .  .  . ,  mm  de  telle  sorte  que  Von 
ait  à  la  fois  en  valeur  absolue 
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Pour  le  démontrer^  nous  observerons  que  le  théorème 
énoncé  vient  d'être  établi  en  supposant  les  quantités  a,i+\, 
bn+i,  •  •  •  réduites  à  une  seule.  Supposons  donc  le  théorème 
démontré  pour  toutes  les  valeurs  de  ai  inférieures  à  un  entier 
donné  que  nous  appellerons  n,  et  cherchons  à  l'établir  pour 
le  nombre  n  lui-même.  Gomme  il  a  lieu  pour  /i  =  i,  il  sera 
démontré  d'une  façon  générale. 

L'une  des  quantités  /  au  moins  devant  être  différente  de 
zéro  pour  que  le  théorème  ait  lieu,  supposons  4^0  :  nous 
tirerons  du  système  (i),  en  éliminant m/^, 

6/i+l—  ^«4-1  -r  =  J-  K^l^n  —  libn)mi-{-..  .-{-{bn^iln  —  ln-lbn)ma-i], 


D'après  notre  hypothèse,  on  pourra  toujours  choisir  les  n  —  i 
nombres  entiers  7?Zi,  mo,  .  .  .,  A/^/^_^,  de  manière  à  satisfaire 
aux  n  —  2  conditions 

(2;  ««+1 —  '-n-\-\-j-->       0,i-\-i^ —  ^„+l  -y->        ...<,0, 

^/i  t'a 

ù  désignant  un  nombre  aussi  petit  que  l'on  voudra;  d'un 
autre  côté,  on  pourra,  quand  cela  sera  fait,  déterminer  m,i 
de  manière  que  l'on  ait  (en  valeur  absolue  toujours) 

-y—        OU        y-    7?li  4-   y-    ma  -i-  ...  4-    -j—    771^-1  +  ^/z  <    -  ; 
f'ii  hi  l'a  l'ri  2 

il  suffit  pour  cela  de  prendre  pour  nia  l'entier  qui  se  rap- 
proche le  plus  de 


/  M  '2  'w  — 1 

—     -p  mi  -+-  y-  m,  +.  .  .4-  -y—  m„_i 


mais  alors  les  formules  (2)  donneront 


0  ,  0' 
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0,  9',  .  .  .  désignant  des  nombres  compris  entre  —  i  et  +  i^ 
on  en  déduira 

Mais,  ô  étant  aussi  petit  que  l'on  veut,  on  voit  que  l'on  pourra 
toujours  faire  en  sorte  que  l'on  ait,  sinon 


6...<^S 

u  moins 

OU 


,  ce  qui  suffirait  pour  notre  objet, 


^2  ,  ^   2   î. 

si  l'on  voulait  ne  pas  accorder  cette  dernière  conséquence. 

Ceci  posé,   on  pourra  toujours  déterminer  les   nombres 

entiers  m!,,   m'.^,    ...,  r)i\^^^,  de  telle  sorte  que,  si  l'on  fait 

a/j+2  =  Jn'^  «2  -T-  m'a  «3  + .  . .  +  m/^  a,i  +  '>î«+i  <^/i4-i , 
? 

on    ait  a„^2  <C  t  <^«+<5    ^«+2  <I  0  <^/^+25    «  •  •  5   cela    fait,    on 
pourra,  en  posant 

«re+3  =  ^^^3  «3  +•  •  •  +  ^'^/i+2  ^il-^li 

1 

^«4-3    =  '^^;}  ^3    -T--  •  .-T-  /^i/^^-3  ^«+3; 

faire  en  sorte  que  a,ij^z  <  ^  <^/;+2,  ^«+3  <  j  ^«+2,  .  •  . ,  et  ainsi 

de  suite.  Or  les  nombres  a/^+i,  ««+2,  <^/i+3,  •  •  •  décroissent 
plus  rapidement  que  les  termes  de  la  progression   dont  la 

raison  serait  ^;  ils  tendent  donc  vers  zéro,  et  l'on  peut  poser 

pour  i  suffisamment  grand 
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Or  anj^\  est  une  fonction  linéaire  à  coefficients  entiers  de  a,, 
<2o,  .  .  . ,  rt/^;  de  même  an^i  est  une  fonction  linéaire  à  coef- 
ficients entiers  de  «o,  «3,  ...,  anj^\,  c'est-à-dire  de  «<, 
«o,  .  .  .,  an,  et  ainsi  de  suite;  on  peut  donc  poser 

«i  =  Ml  «1  H- M2  «2  H- •  •  •  +  M„  a„, 
bi  =  Ml  ^>i  +  Ma  b^_-^...-^  Un  bn, 


li  =^  l\lj  /j  4-  M2  /,  +  • .  •  +  M„  In, 


Ml,  Mo,  ...,  M,^  désignant  des  entiers  et  a^-,  6/,  ...  des 
quantités  moindres  que  £,  ce  qui  achève  la  démonstration  du 
théorème  énoncé. 

Mais,  avant  de  tirer  des  conséquences  de  notre  théorème, 
faisons  observer  quïl  pourra  arriver  que  l'on  ait  à  la  fois 
plusieurs  relations,  telles  que 

I   mi<2i-h  m.2a2 -h.  .  .-f- m^a^  =  o, 
(3)  <    /7îjèj  4-  77^2^2  H-. .  .H- m„6rt  =  o, 


il  est  facile  de  prouver  alors  que  a^,  «o,  .  .  .  a,n  s'expriment 
en  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  de  n  —  i  autres 
variables;  pour  faire  cette  démonstration,  on  pourra  sup- 
poser les  a  réels  ou  imaginaires  de  la  forme  a  +  p  \J —  i . 

Soient  en  effet  m[^  le  plus  grand  commun  divjseur  de  /?z, 
et  de  7112  et  [JLi ,  [J.2  les  quotients  de  m^  et  1712  par  m.,  :  on  pourra 
remplacer  la  première  formule  (3)  par 

(  tj-i  ^1  +  [JL2  «2 )  ^2  -f- . . .  +  m,i, an  =  o 

ou  bien,  en  posant 

(4)  [Xiai+ [j.2a2  =  «2, 
par 

(5)  m'.^a'^-\-  m^a:i-\^-.  . .  mnan  =  o. 

D'ailleurs,  \k^  et  ^-i  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  tou- 
jours trouver  deux  nombres  entiers  v,  et  V2,  tels  que 

[J.1V2  — Vi[X2  =  I, 
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et,  en  posant 

vi  ai  H- 72^2  =  a'i, 

les  valeurs  de  <2,  et  a-i  tirées  de  cette  équation  et  de  (4) 
seront  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  de  d\ 
et  «2  ;  mais,  par  un  procédé  analogue,  la  formule  (5)  se 
ramènera  à  la  forme 

m 3  «3  -f-  in^  «4  -r- ...  -1-  nxn  a, 1^=0. 

D'ailleurs  d^  et  a^  seront  fonctions  linéaires  et  à  coefficients 
entiers  de  d^  et  d'une  autre  quantité  d^\  or  a^  et  «2  étaient 
fonctions  de  d\  et  de  aj,,  linéaires  et  à  coefficients  entiers, 
donc  ai,  a^  et  a^  sont  fonctions  de  même  nature  de  a"^,  d^ 
et  d^.  En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  la  formule 

et  a^t  «25  <^35  -  •  '1  ciii  s'expriment  en  fonctions  linéaires  et  à 
coefficients  entiers  de  d\ ,  a'^,  .  .  . ,  d\^_^  et  de  d,^.  Or,  d,^  étant 
nul,  il  en  résulte  que  a^^  «o,  ....  an  sont  des  fonctions 
linéaires  et  à  coefficients  entiers  de  d\^  d.^,  .  .  . ,  a'^_,  et,  par 
suite,  ces  quantités  ne  sont  pas  distinctes. 
D'ailleurs  il  est  clair  que,  si  l'on  a 

on  aura  également,  en  appelant  6"^,  Z?^,  .  .  .,  ^^^_^,  .  .  .  des 
nombres  convenablement  choisis, 

ài-^fi{b\,  b\,  ...,6';_,), 


C.   Q.  F.   D. 

IV.  —  Ce  que  l'on  doit  entendre  par  périodes  distinctes. 

Quand  une  fonction  admet  une  période,  elle  en  admet  une 
infinité  qui  ne  doivent  pas  être  considérées  comme  distinctes. 
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Supposons  que  co^,  iù^,  •  .  .,  (^)n  soient  des  périodes  de/(^), 
il  est  clair  que  l'on  aura 

/(mitOi+  m2t02+. .  .H-  m„Wrt-+-  z)  =f(z), 

si  m,,  mo,  .  .  . ,  m,i  sont  entiers,  et  que 

/?il  Wl4-  /772W2+.  .  .-h  nindia 

sera  encore  une  période. 

On  dit  que  des  périodes  (jl),,W2,  •  •  •  sont  distinctes  quand 
il  n'existe  pas  entre  elles  de  relation  homogène,  linéaire  et  à 
coefficients  entiers. 

Supposons  qu'entre  les  périodes  t04,  Wo,  •••,  ^n  d'une 
fonction /(^)  il  existe  la  relation 

(i)  Wi  wi-i- maWa-^.  . .-}- m„a);i=  o, 

m^ ,  mo,  . .  .  désignant  des  entiers  non  divisibles  par  un  même 
nombre;  soit  m^  le  plus  petit  d'entre  eux  pris  en  valeur 
absolue.  Soient  ^27  qzi  •  .  •  et  ro,  /'3,  ...  les  quotients  et  les 
restes  de  la  division  de  7/22,  m^^  ...  par  m^,  (i)  pourra 
s'écrire 

miW,  +  (/?2,^2-i-  /'2)w2-i-(Wl^3-i-  ^3)^3^-.  .  .=  O 

ou 

(2)  miTTTi-f-  r2W2-^.  .  .^  /'/iW;i=  o, 

en  posant 

(3)  TÎTi  =  Wi+  ^2^2  +  .  .  .-+-  ^„C0,,. 

TO,  désignera  alors  une  nouvelle  période,  et  il  est  clair  que  (Oj 
estunefonctionlinéaire  des  nouvelles  périodes  T^i ,  t02,  W3,  . . . , 
to„  à  coefficients  entiers,  en  vertu  de  (3).  Traitons  l'équa- 
tion (2)  comme  (1),  nous  en  déduirons  une  relation  plus 
simple  que  (2),  comme  (2)  était  plus  simple  que  (i),  entre 
de  nouvelles  périodes  ny<,  7^2,  0J3,  .  . .,  W/^,  et  (O2  sera  encore 
fonction  linéaire,  comme  (i)< ,  de  ces  nouvelles  périodes,  et  ainsi 
de  suite.  Mais  les  équations  telles  que  (2)  vont  toujours  en 
se  simplifiant;  les  coefficients  finissent  par  s'évanouir,  et  l'on 
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voit  que,  finalement,  co<,  to.,,  ...,  (j^n  sont  des  fonctions 
linéaires,  liomogènes  et  à  coefficients  entiers  d'une  même 
période.  A  ce  point  de  vue,  les  périodes  considérées  ne  sont 
donc  pas  distinctes. 

V.  —  Impossibilité  de  deux  périodes  avec  un  rapport  réel. 

Une  fonction  monodrome  et  monogène  dans  toute 
L^éiendue  du  plan  ne  saurait  posséder  deux  périodes 
distinctes  avec  un  rapport  réel. 

En  effet,  soient  w  et  aw  deux  périodes  de  la  fonction /"(is) 
ayant  le  rapport  réel  a  :  alors,  ni^  et  ni^^  désignant  deux 
entiers,  7?ii  w  H- ^2^10  sera  une  nouvelle  période;  or,  a  ne 
pouvant  être  commensurable,  sans  quoi  w  et  ato  ne  seraient 
pas  distinctes,  car  il  existerait  entre  to  et  aco  une  relation 
linéaire  à  coefficients  entiers,  on  pourra  toujours  choisir  les 
entiers  ni^  et  m^^  de  telle  sorte  que 

et 

mod ( //Il  w -r- /?i2  «^  w  )  <<  mod  £w  ; 

la  période  m^bi  -\-  ni^a^  peut  donc  être  prise  aussi  voisine 
de  zéro  que  l'on  veut,  et  alors,  en  l'appelant  a,  on  aurait 

z  désignant  un  point  quelconque. 

Or,  si  la  fonction /(^)  est  synectique  autour  du  points,  dans 
un  contour  fini  tracé  autour  du  point  z,  Téquation 

aurait  une  infinité  de  racines,  x  ^=^  cl^  2a,  3a,  ....  ce  qui  est 
impossible. 

VI.  —  Impossibilité  de  trois  périodes. 


Théorème.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 
saurait  avoir  plus  de  deux  périodes  distinctes. 


ne 
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En  effet,  soient  co,,  coo,  to»  trois  périodes  distinctes  de  la 
fonction /(ô)  :  alors,  //z,,  nio,  /^3  désignant  trois  entiers  quel- 
conques, 

mj  Wi -+- m2  «2 -T- ms  C03 

sera  une  nouvelle  période,  car  cette  quantité  ne  saurait  s'an- 
nuler, Cl),,  cl)2,  W3  étant  des  périodes  distinctes;  soient 

COi  =  «1+  61  V/ I,  102  =  «2  +  ^2/—!)  W3  =  «3  -f-  ^3  / ', 

b!^  =  nii  bi  -T-  ni^  b^  -h  m^  b^  ; 

la  nouvelle  période  sera  égale  à  a'^  H-  b'^\/ —  i.  Or  on  peut 
toujours  rendre  (p.  218)  «j  et  ^4  moindres  qu'une  quantité 
donnée,  en  choisissant  convenablement  m,,  ^2,  ^3;  le  mo- 
dule de  la  nouvelle  période  pouvant  être  alors  pris  aussi 
petit  que  l'on  veut;  en  désignant  cette  période  par  a,  on 
aurait  /(:;)  =/(g -]- a)  =:/(3 -f- 2a)  =  .  .  .  et  l'équation 
f(^z)^=^f[z-[-x)  aurait  dans  le  voisinage  du  point  z  une 
infinité  de  racines  ^  =  a,  2a,  3a,  ....  La  fonction  f{z-)  ne 
saurait  donc  être  synectique  autour  du  point  ;:. 

c.  Q.  F.  D. 

Nous  verrons,  au  contraire,  qu'une  fonction  non  mono- 
drome  peut  posséder  plus  de  deux  périodes  distinctes  et 
même  un  nombre  quelconque  de  périodes. 

VII.  —  Périodes  élémentaires. 

Etant  donnée  une  fonction  monodrome  et  monogène  dou- 
blement périodique/(^)  aux  périodes  w  et  nr,  on  peut  toujours 
supposer  qu'il  n'existe  pas  de  période  0  qui  ne  soit  de  la 
forme  /nto-h/zcj,  ni  et  n  désignant  deux  entiers,  car  ù  ne 
saurait  être  distincte  de  to  et  to;  donc  il  existe  des  périodes 
telles  que  toutes  les  autres  soient  fonctions  linéaires  et  à 
coefficients  entiers  de  celles-ci.  De  telles  périodes  sont  ce 
que  l'on  appelle  des  périodes  élémentaires. 

Il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  périodes  élémentaires  : 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  i5 
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en  effet,  soient  w  et  m  un  système  de  périodes  élémentaires; 
deux  autres  périodes 


b'rn. 


a,  b,  a',  y  désignant  des  entiers,  formeront  un  système  élé- 
mentaire, s'il  est  possible  d'exprimer  o)  et  tu  en  fonction 
linéaire  et  à  coefficients  entiers  de  iù'  et  tu'.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  ah'  —  ba'=±:i,  car  ab'  —  ba' 
ne  saurait  diviser  à  la  fois  a,  6,  a',  b' ;  en  effet,  a,  6,  a'^  b' 

ayant  un  facteur  commun  a,  —  et  —  seraient  des  périodes  qui 
ne  pourraient  pas  s'exprimer  sous  forme  linéaire  à  coefficients 
entiers  à  l'aide  de  w'  et  w'. 

Théorème  I.  —  Deux  parallélogrammes  élémentaires, 
c'est-à-dire  ayant  pour  cotés  des  périodes  élémentaires, 
sont  équivalents. 

•  I  et  x'  -\-y'  \J —  I  deux  périodes 


En  effet,  soient  x  -\-y  \ 
élémentaires, 

a{x-\- y  sj—  \) -\- h(^x' -\- y  /—  i ) 
et 

o!{x-\-y  s/—  I  )  -h  b'{x' -\-y  si—  I  ) 

deux  autres  périodes  élémentaires.  L'aire  du  parallélogramme 
de  ces  dernières  périodes  est 

ax-^bx'      ciy-^by' 
a'x->r-b'x'     a' y -^  b' y' 

X    y 


a     b 
a'     b' 


X     y 


X     y 

x'  y 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  II.  —  Dans  deux  parallélogrammes  élémen- 
taires, la  fonction  f{z)  passe  le  même  Jiombre  de  fois  par 
une  valeur  donnée. 


Le  théorème  est  évident  pour  deux  parallélogrammes  élé- 
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mentaires  ayant  un  côté  commun,  vu  qu'ils  se  composent 
d'une  partie  commune  et  de  deux  parties  égales,  dans  l'inté- 
rieur desquelles  la  fonction  acquiert  manifestement  des  va- 
leurs identiques.  Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffira 
d'établir  que  l'on  peut  passer  du  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  to  et  io^  au  parallélogramme  ayant  pour  côtés 
m  et  ïïj,,  au  moyen  de  parallélogrammes  intermédiaires  ayant 
chacun  un  côté  commun  avec  celui  qui  le  précède  et  avec 
celui  qui  le  suit. 

Soient  donc  w  et  CL)^  un  système  de  périodes  équivalent  au 
système  ttj  et  tïï,,  en  sorte  que 

T^i  =  6tto  -h  bix)i, 
abi —  ba\  =  ih  i. 

Pratiquons  sur  a  et  a^  l'opération  du  plus  grand  commun 
diviseur  et  posons 


a  =  axqx^a,, 

a^^a^q^-\-ai. 

. ,          an-\  =  an  qn-^  a,i+\ 

b  =  biqi-i-b2, 

b^^biqi-\-bi, 

.  ,           bn~i  —  bnqn-^bn+]. 

nous  aurons 

xn  =    a^iùi  -f-a2Wi,  en  posant  0)2=     w    -f-^iWi, 

HTi  =      61  CO2  H-  62IO1, 

HT    =      a2C03  +«3102,  W3  =     COi       —  <72C02, 

TIT    =      «3(1)4  H-  «40)3,  0)4=     W2      +^30)3, 


TU    --  aa^a+\  -r-  «^«4-1  W,,,  W„+i  =  O^ti-X  "+-  qn^n-, 

TTTi  =  6/j  (0,14-1  -f-  6/i4-i  W„. 

Or  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  conduisant  à  un 
reste  nul,  on  peut  supposer  anj^\  ==o.  De  plus,  a  et  a^  étant 
premiers  en  tre  eux,  sans  quoil'on  n'aurait  pas  ah^  —  6t2<  =  ±:  i , 
il  faut  que  cia  =  i  ;  enfin  on  a 

a^i  —  6ai=  —  («1^2  — ^1^2)  =  +(«263  — 62«3)  =  .  • .  ; 
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donc  bn^^  =  I  en  valeur  absolue,  et  l'on  voit  que  l'on  aura 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

VIII.  —  Propriétés  générales  des  fonctions  à  deux  périodes. 

Avant  de  nous  inquiéter  de  savoir  s'il  existe  des  fonctions 
monodromes  et  monogènes  possédant  deux  périodes,  nous 
étudierons  a  priori  les  propriétés  dont  doivent  jouir  ces 
fonctions,  si  elles  existent;  ces  propriétés,  connues,  nous 
guideront  dans  la  recherche  des  fonctions  en  question. 

Théorème  I.  —  U intégrale  d^une  fonction  doublement 
périodique  le  long  d'un  parallélogramme  des  périodes 
est  nulle  (^  ). 

En  effet,  le  long  des  côtés  opposés  du  parallélogramme,  la 
fonction  reprend  les  mêmes  valeurs;  mais,  comme  ces  côtés 
sont  parcourus  en  sens  inverse,  les  intégrales  partielles  rela- 
tives à  ces  côtés  se  détruisent.  c.  q.  f.  d. 

Ce  théorème  fondamental  est  de  M.  Hermite. 

Théorème  IL  —  Une  fonction  doublement  périodique 
a  au  moins  deux  infinis  dans  chaque  parallélogramme 
des  périodes. 

En  effet,  en  vertu  du  théorème  précédent,  son  résidu  est 
nul,  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  elle  ne  possédait  qu'un 
infini. 

Théorème  III.  —  Dans  chaque  parallélogramme  la  fonc- 


(1)  Il  ne  sera  question  dans  ce  qui  va  suivre  que  de  fonctions  mono- 
dromes et  monogènes,  ce  qui  nous  dispensera  de  répéter  sans  cesse  ces 
adjectifs;  nous  les  supposerons  également  sans  points  essentiels  à  distance 
finie. 
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tion  doublement  périodique  f{z)  passe  par  tous  les  états 
de  valeurs,  autant  de  fois  qu'elle  passe  par  V infini. 

En  effet,  le  résidu  étant  pris  à  l'intérieur  du  parallélo- 
gramme, on  a 

n  désignant  le  nombre  des  zéros  et  v  celui  des  infinis  àef{z)\ 
mais,  en  vertu  du  théorème  I, 

f'iz) 
car  •\.,    ^    est  doublement  périodique,  donc  nz=v\  mais  la 

fonction  doublement  périodique y(5)  —  <2  a  les  mêmes  infinis 
quey(^);  donc  le  nombre  de  ses  zéros  est  n,  donc  enfin  y(^) 
passe  n  fois  par  la  valeur  a. 

Nous  appellerons  ordre  d'une  fonction  doublement  pério- 
dique le  nombre  d'infinis  qu'elle  possède  dans  un  parallélo- 
gramme des  périodes. 

Théorème  IV.  —  La  somme  des  valeurs  de  la  variable  z 
pour  lesquelles  une  fonction  doublement  périodique  prend 
une  même  valeur  dans  un  même  parallélogramme  des 
périodes  est  constante. 

En  effet,  considérons  les  valeurs  de  z  pour  lescjuelles  on  a 

f{z)  =  a         ou        f{z)—a^o, 

f{z)  désignant  une  fonction  à  deux  périodes,  l'intégrale 


ir.sf^^iJ  fiz)  —  a 


est  égale  à  la  somme  des  zéros  diminués  de  la  somme  des 
infinis  de  y(^)  —  a;  soient  donc  o-  la  somme  des  infinis  de 
f{z),  et  s  la  somme  des  valeurs  de  ^  pour  lesquellesy*(5)=^a, 

on  a 

'zfiz)dz 


.T.J^j 


s/^iJ  S\^)-ci 
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Soient  w  et  oj'  les  périodes  de/(^),  l'intégrale  précédente 
étant  prise  le  long  d'un  parallélogramme  de  côtés  co,  w',  nous 
pourrons  écrire,  en  appelant  ^o  un  point  quelconque, 

m3iisf{z-^i^)  =  f{z),/{z-^i^')=f{z),  ...,  donc 


ou 


mais/(^o+ w')=/(3o),  donc 

(o)  logi  —  w'logi)=5  —  a; 

mais  logi  est  de  la  forme  2  mit  y/—  i,  donc 

s  —  <J  —  7Jl  Oi  -{-  77l' Oi' , 

m  et  m'  désignant  deux  entiers.  On  a  donc 

Le  signe  =  sera  désormais  employé  pour  exprimer  une  éga- 
lité dans  laquelle  on  néglige  des  multiples  des  périodes. 

Corollaire.  —  La  somme  des  zéros  est  donc  égale  à  celle 
des  infinis  quand  on  néglige  les  multiples  des  périodes. 

IX.  —  Des  fonctions  auxiliaires. 

Nous  allons  maintenant  chercher  à  former  de  toutes  pièces 
des  fonctions  possédant  deux  périodes  ;  de  telles  fonctions  ont 
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leurs  zéros  et  leurs  infinis  régulièrement  distribués  dans  le 
plan,  et  on  peut  les  considérer  comme  des  quotients  de  fonc- 
tions ayant  leurs  zéros  régulièrement  distribués,  mais  ne  de- 
venant infinies  que  pour  des  valeurs  infinies  de  la  variable 
(t.  III,  p.  3^1).  Voyons  si  de  pareilles  fonctions  existent  et 
cherchons  à  les  former. 

Soit  8  [x)  une  fonction  toujours  synectique,  ayant  ses  zéros 
régulièrement  distribués  dans  le  plan,  comme  ceux  d'une 
fonction  à  deux  périodes  to,  nr.  Si  l'on  déplace  parallèlement 
à  lui-même  le  parallélogramme  des  périodes,  il  devra  toujours 
contenir  le  même  nombre  de  zéros  et,  par  suite,  l'intégrale 
suivante  prise  le  long  du  parallélogramme  en  question 


^^^d. 


v/ 

devra  être  toujours  égale  au  même  nombre  entier  quel  que 
soit  le  point  de  Gq  par  lequel  on  fera  passer  l'un  des  sommets 
de  ce  parallélogramme.  Intégrons  donc  le  long  du  parallélo- 


Xù-Vlà 


gramme  ayant  pour  sommets  ^0 1  ^0  4-  ^ j  -^o  +  ^  +  ^>  -^o  -+-  ^ 
{^fig-  10)  et  écrivons  que  le  résultat  est  égal  à  l'entier  i,  quel 
que  soit  x^  ;  nous  aurons 


7  L<l(^;         0(^-^to)J'"- 


On  satisfera  à  cette  équation  en  posant 

e(^-f-a>)      0(^-)~^'      o(a7-4-Tîj)      O(^)  ■"  ' 
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les  constantes  a  el  b  satisfaisant  à  la  relation 

(i)  am  —  b(x>^iTii^ — i; 

si  l'on  intègre  les  équations  précédentes  et  si  l'on  passe  des 
logarithmes  aux  nombres,  on  trouve 

a'  et  b'  désignant  de  nouvelles  constantes.  Les  fonctions  qui 
satisfont  aux  formules  (i)  et  (2)  et  qui  ont  leurs  zéros  distri- 
bués comme  ceux  des  fonctions  à  deux  périodes  sont  ce 
que  l'on  appelle  des  fonctions  auxiliaires  (^). 

Si  l'on  connaissait  des  fonctions  9  et  9i  satisfaisant  à  ces 

formules,  il  est  clair  que  k-  serait  doublement  périodique  et 

posséderait  les  périodes  o)  et  m;  occupons-nous  donc  des 
fonctions  auxiliaires. 

Quand  on  change  x  en  ^ -h  to,  la  fonction  gAa^^+Bx-tC  g^ 
trouve  multipliée  comme  la  fonction  9  par  une  exponentielle 
dont  l'exposant  iKixiX  H-  Bco  +  Ato-  est  linéaire;  si  donc  on 
pose 

ou 

(o  )  A  = 7  B  = , 

2a>  2         o) 

la  fonction 
sera  telle  que 

ou 

f{x  4-  w)  =  0(;r)eAx2+Bx+C  =f{x). 


(')  M.  Hermite  appelle  aussi  ces  fonctions  doublement  périodiques  de 
troisième  espèce. 
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On  a  ensuite 

OU,  en  vertu  de  la  seconde  équation  (2), 

g  et  II  désignant  les  constantes 

Remplaçant  b  par  sa  valeur   tirée  de  (i)  et  A,  B  par  leurs 
valeurs  (3),  on  trouve 

2  ir^  y/ —  I  ^ 


la  quantité  h  dépend  de  la  constante  arbitraire  b' ,  si  bien  que 
l'on  a 

(  /(^  +  w)  =  /(t), 

[  f{x-^m)=f{x)e       ^ 

On  voit  donc  que  l'étude  des  fonctions  B  est  ramenée  à 
celle  des  fonctions  0  satisfaisant  aux  relations 

j  Q{x-\- w)  =  e(^), 

(5)  <~  S/TC  v/~ 

qui  ne  diffèrent  de  (4)  que  parce  que  l'on  a  mis  la  constante  h 

sous  la  lorme c. 

10 

L'étude  de  la  fonction  0  sera  plus  simple  que  celle  de  la 
fonction  9,  parce  qu'elle  renferme  moins  de  paramètres,  et 
aussi,  surtout,  parce  qu'elle  possède  déjà  une  période  w. 

Deux  fonctions  auxiliaires  qui  ont  les  mêmes  zéros  ne 
peuvent  différer  que  par  un  facteur  de  la  forme  e^^'+i^^+c 
dans  lequel  k^  B,  G  sont  des  constantes. 

Soient,  en  effet,  8  (x)  et 9,  (^)  les  deux  fonctions  en  question  : 
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si  elles  ont  les  mêmes  zéros,  elles  ont  aussi  les  mêmes  pé- 
riodes to,  w,  et  l'on  a 

6i(rr-i-cT)=  Oi(^)e^'-^+P'; 
on  conclut  de  la  première 

<ilog0(a7  +  to)  _  ^logQ(.r) 
^  da;  dx 

<iMoge(a7+a>)  _  ^•2log9(a7) 
dx'^  ~~         dx^ 

et  les  fonctions  '^^^fl^.  ^^^^"H^  ^«"t  doublement  pé- 
riodiques,  leur  différence  est  donc  doublement  périodique; 
mais  B(^)  et  8,(^)  ayant  les  mêmes  zéros  et  pas  d'infinis  ne 
peuvent  différer  que  par  un  facteur  exponentiel  e?^^',  où  cp(^) 
représente  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x, 
c'est-à-dire  une  fonction  toujours  finie,  excepté  pour  ^  =  00. 
Or  la  différence 

dôc^  dx'i 

est  égale  à  ^"{x)\  cette  fonction  est  doublement  périodique 
comme  cf(^)  et  a  ses  infinis,  c'est-à-dire  ne  devient  jamais 
infinie;  donc  elle  se  réduit  à  une  constante  2 A,  donc  o{x) 
est  bien  de  la  forme  cp(^)  =  Kx"^  -{-Bx-^  C. 

C.   Q.   F.   D. 


X.  —  Développement  des  fonctions  auxiliaires. 

Nous  voilà  donc  ramenés  à  trouver  une  fonction  satisfaisant 
aux  équations 

(i)  0(^-f- w)  =  6(57), 

271;  i/— 1 
—  (x+c) 

(2)  e{x-\--G5)=Q{x)e       ^ 
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La  fonction  0,  devant  être  synectique  dans  toute  l'étendue 
du  plan  et  devant  posséder  la  période  o),  si  on  la  compare  à 


X 


la  fonction  z^=  e  ^  ,  sera  une  fonction  synectique  de 
celle-ci  ;  car,  quand  on  se  donne  ^,  ^  a  une  infinité  de  valeurs 
delaforme.r-i-7nto,mdésignantunentier;0(^)  =  6(^-|-m(o) 
n'a  alors  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  valeur  de  z  et  l'on 
pourra  développer  0(^)  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
descendantes  de  z\  posons  donc 

n~  —ce 

271  y/— 1 

en  laisant  A,;  =  e  ^  ;  on  a  alors 

En  vertu  de  (2),  on  doit  avoir 

V^ [«x-f-«CT+?(n)]         "V^     • [nx+!ù{n)—ix-ic] 

2^e    ^  =2^e    ^  ; 

27t/^ 
,  nx 

en  égalant  les  coefficients  de  e    ^'        ,  on  a 

nm  -{-  o{n)=  o{n  -{-  i) —  ic 
ou 

o{n  -T-  i)  =  o(n)-{-  mn  -\-  ic, 
on  en  déduit 

o(n-\-  21)—  ^(n  -i-  i)-h  (n  -^  i)-ny  -h  ic, 
> 

cp (  /i  +  [J.  i )  =  cp  (  ;i  +  [J.  —  1  t )  -f-  (  72  -f-  [xi  —  i)rî5  -\-  ic, 

d'où  l'on  conclut,  en  ajoutant, 

,    ,  m  -{-  [xi —  i 

Cp(/l-^[JLl)=Cp(/l)  +  T3 (J.-f-  |i.iC. 
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Ainsi,  o{o),  ^(i),  .  .  .,  ^(i —  i)  restent  arbitraires  et,  en  fai- 


(fin) 


sant  e    '^         =z  A/,,  on  voit  que  l'on  peut  poser 

\^)  \     ^     /      N  V^         7T (/^+-[J./).r^-[X(/^CT-4-^t■)^-i-^- <CT 


La  fonction  Q,i{^)  est  bien  déterminée,  car  la  série  c[ui  la 
représente  peut  toujours  être  supposée  convergente.  En 
effet,  la  racine  p.i^"ic  j^  terme  général  tendra  vers  zéro  pour 

|j.  =  Gc,  pourvu  toutefois  que  la  partie  réelle  de —  soit 

négative,  ce  que  l'on  peut  toujours  supposer  en  changeant, 
si  l'on  veut,  le  signe  d'une  période. 

En  résumé,  les  équations  (i),  (2)  admettent  une  solu- 
tion renfermant  i  constantes  arbitraires,  et  les  fonctions  (-) 
qui  ont  i  zéros  dans  le  parallélogramme  des  périodes,  fonc- 
tions que  nous  appellerons  fonctions  auxiliaires  d^  ordre  i, 
sont  linéaires  et  homogènes  de  i  d^ entre  elles. 

Ce  théorème  est  encore  vrai  pour  les  fonctions  9  plus  géné- 
rales. Soit,  en  effet, 

aw  —  biii  ■==■  iT.i  y/ —  1  ; 
si,  pour  ramener  la  fonction  9  aux  fonctions  6,  on  pose 

0(a7)  =  e(^)eA.r-=+Bx+C^ 

on  trouvera 

0   (:r)==  Âo6o(^)H- A,0i(a7)...A/_i0,-_i(^), 

et  par  suite  on  voit  que  : 

Toute  fonction  d'ordre  i  est  une  fonction  linéaire  et 
homogène  de  i  d'entre  elles. 
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Cette  propriété  est  fondamentale. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  qu'il  existe 
des  fonctions  d'ordre  zéro  et  que  ces  fonctions  sont  de 
simples  exponentielles;  en  effet,  les  fonctions  d'ordre  zéro 
doivent  satisfaire  aux  relations 

0(^7  + to)=  6(37), 

La  fonction  6  d'ordre  un,  restant  finie  dans  le  parallélo- 
gramme des  périodes  et  possédant  les  deux  périodes  to,  to, 
doit  se  réduire  à  une  constante,  et  par  suite  ^{^)  est  de  la 
forme 

G  désignant  une  quantité  indépendante  de  x. 

Les  fonctions  6  du  premier  ordre  sont  de  la  forme 

[x  =  +  =o    27rv/~r   ,        ^      ujix    i]     -1 
e(x)=     2.6^1'  2         J. 


XL  —  Sur  les  racines  de  0(;r)=  o. 

Considérons  la  fonction  9  définie  par  les  équations 

(a7-H  w)=  6(a7)e«^+«', 


am  — ■  bu}  =  2  iT:  y/ —  i. 

La  somme  s  des  racines  contenues  dans  un  parallélogramme 
des  périodes  o),  xn  est  donnée  par  la  formule 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  parallélogramme.  Cette  for- 
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mule  peut  s'écrire 


+    /  n7 (  (-2^  +  w)  —  -^--^  X    C 


or,  en  vertu  de  (i), 

on  a  donc 

2715/ — 1=    /      i-^i}i-\-ax-\-aM\dx —   /      i-^w^bx-^b-G5\dx 

ou  bien,  en  intégrant, 

(2)    2115  i/—I  =  wlo^TT^  —  Tulogx^  +<^ ^ !-(«  — 6)a)nj. 

^     '  ^  9(0)    .  9(0)  2  2  ^  ^ 

Mais 

m  et  71  désignant  deux  entiers;  la  formule  (2)  donne  alors 

/ 7 ,  ,  Try2  w2 

27151/  —  1=0)  t>  TTTa+a t> 'r-ia  —  O)  (JiW  + . . . 

'^  2  2^^ 

et,  en  négligeant  des  multiples  des  périodes, 

.    iMb'  —  ma' -^  a b v-  a wro  —  b ujm 

27r/— I  V  '^-  '^ 


Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

0(^4- w)  =  0(^7),         e{x-hTn)  =  Q{x)e     ^ 


^^'v/=ï(x-^c) 


a  =  o,         a  =0, 

il  vient 

(3)  s  =  il——c-^mj 


,  9.TZI      I ,  ,  2  ï  7r  / 
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XII.  —  Formation  des  fonctions  auxiliaires  et  doublement  pério- 
diques admettant  des  zéros  ou  des  infinis  donnés. 

Théorème  1.  —  Il  existe  une  fonction  auxiliaire  d'ordre  i 
possédant  dans  chaque  parallélogramme  des  périodes  co, 
TU,  des  zéros  donnés. 

En  effet;  toute  fonction  auxiliaire  d'ordre  i  est  de  la  forme 

AoOo4- AiOi-h...-i- A/_i6/_i  =  o{x)] 
si  l'on  pose 

?(«i)  =  o,         o{a^_)  =  o,  ...,         cp(a/_i)==o, 

on  aura  i —  i  équations  permettant  de  calculer  A,,  Ao,  .  .  . , 
Ai_4  en  fonction  de  Aq,  par  exemple.  Si  l'on  pose  encore 

cp(ao)  =  o, 

cette  formule  permettra  de  calculer  la  constante  désignée 
tout  à  l'heure  par  c,  au  mojen  de  la  formule  (3)  du  para- 
graphe précédent 

s       ou       «0  -r-  «1  -r-  •  •  •  +  «i-1  =^  i C  -^  W 

\1 

la  fonction  auxiliaire  cp  aura  alors  les  i  zéros  «o?  •  •  -  -,  <^i-\  et 
contiendra  encore  un  facteur  constant  arbitraire. 

Théorème  II.  —  //  existe  une  fonction  doublement 
périodique  d'ordre  i  possédant  i  zéros  donnés  a^,  ai ,  . .  . , 
«i-i  et  i  infinis  donnés  6o,  6i,  ...,  ^/_i,  dans  chaque 
parallélogramme  des  périodes  que  Von  peut  se  donner 
arbitrairement,  avec  cette  restriction  toutefois  que  les 
zéros  et  les  infinis  doivent  satisfaire  à  la  relation 

En  effet,  soit  cp  une  fonction  auxiliaire  d'ordre  i  possédant 
à  l'intérieur  de  chaque  parallélogramme  des  périodes  w,  ut 
les  i  zéros  «o,  «i,   .  .  • ,  «/_<  ;  cette  fonction  existe  et  elle  est 
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déterminée  à  un  facteur  près.  On  peut  former  une  autre 
fonction  ^  aux  mêmes  périodes  répondant  à  la  même  con- 
stante c  et  possédant,  outre  les  zéros  bi^  62,  •  .  .,  bi_i, 
autre  zéro  Z>o,  tel  que 

«0 -T-  «1  -H ... -f-  ai-i  =  bo-h  bi^.  .  .-h  bi-1  ; 


un 


alors  le  rapport  j  a  évidemment  pour  périodes  to,  rn,  pour 

zéros  «0,  «1,  .  » . ,  «/_!  et  pour  infinis  b^^b^^  .  .  .,  Z?/_,.  [On 
pourrait  craindre  que  les  équations  cp(ao)  =  o,  0(^1)=  o,  ... 
fussent  indéterminées;  mais  cela  n'est  pas  possible,  parce  que 
l'on  sait  que  deux  fonctions  doublement  périodiques  qui  ont 
les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis  sont  égales  à  un  facteur 
constant  près.] 

Théorème  III.  —  A  V aide  d\i ne  fonction  auxiliaire  du 
premier  ordre  ^  on  peut  former  toutes  les  fonctions  auxi- 
liaires d^ ordre  i. 

Soit,  en  effet,  B(^)  une  fonction  du  premier  ordre  nulle 
pour  ^  =  o  :  la  fonction 

s'annulera  pour  ^'  =  ^0,  «<,  ...,  ai_^\  de  plus,  elle  sera 
d'ordre  i.  En  effet,  si  l'on  a 

271  v/" 

6(^-1-10)=  O(^),         0(^  +  Tn)=0(^)e       ^ 

on  aura 

cp(a7  H-  to)  =  ^(37), 

27rv/^,. 

0(37  +  ht)  =  ^{x)e       ^ 


(X-hC) 


ou,  si  l'on  veut. 


en  posant 

p  ao-H«i+...- 


^        (jc+C) 


Ce  théorème  nous  sera  bientôt  utile. 
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Théorème  IV.  —  A  l'aide  d'une  fonction  doublement 
périodique  du  second  ordre,  on  peut  former  toutes  les 
fonctions  d'ordre  i  aux  mêmes  périodes. 

En  eflfet,  d'abord  au  moyen  d'une  fonction  du  second 
oràrefi^x)  possédant  les  zéros  a^ ,  «2  et  les  infinis  a^ ,  àa,  tels 
que  a,  4-  «2  ^  ^\  +  ^2,  on  peut  former  une  fonction  du  se- 
cond ordre  possédant  les  zéros  6|,  b^  et  les  infinis  p,,  [Bo, 
tels  que  è,  +  ^2  ^  Pi  H-  ^2-  En  effet,  soit  a^-\~  a2^=  s  :  la 
fonction  suivante,  où  A  est  constant, 

f(x-{-s)—f(bi-i-s) 

n'est  plus  infinie  pour  x  =  a,  ou  x  =  ag,  mais  elle  admet  le 
zéro  X  =  bi  et  l'infini  x  =  '^i  ;  mais  on  peut  disposer  de  s,  de 
telle  sorte  quef{b2  +  s)  =f(^bi  -h  s);  il  suffit  pour  cela  que 
bi  -j-  b2-i-  2S  ^  ai-{-  a^;  la  fonction  considérée  aura  donc 
les  zéros  64,  ^2?  l'infini  p<,  et  par  suite  un  second  infini  ^27 
tel  que 

Maintenant,  soit  Fi  [x)  une  fonction  du  second  ordre  ayant 
pour  zéros  a,,  6i,pourinfînisa,,a2,  telsque<55<  -f-^,  ^a,  H-ao; 
soit  F2  une  fonction  admettant  les  zéros  «2  et  60  et  les  infinis 
7.2  et  6i,  etc.;  soit  enfin  F„(^)  une  fonction  admettant  les 
zéros  an_\  et  bn  et  les  infinis  b,i._i  et  a„.  Considérons  le 
produit 

il  sera  doublement  périodique,  si  toutes  les  fonctions  F^, 
F2,  .  .  .,  ce  que  nous  supposerons,  ont  mêmes  périodes;  en 
outre,  il  s'annulera  évidemment  quand  on  supposera 

X  ^=  ai,    «2,    ...,    Cln-l}    b,i 

et  deviendra   infini  pour  ^  =  a,,   ...,  a,^.    La  quantité   ba 

seule  ne  peut  pas  être  choisie  arbitrairement,  mais  on  doit 

avoir 

«1  —  «2  —  •  •  •  -^  «rt-i  -4-  6«  ^  ai  -i-  aa  -f- . . .  -r-  a^j. 

C.     Q.     F.    D. 

L.  —  Traité  d* Analyse,  IV  iG 
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XIII.  —  Inversion  d'une  intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

SoitU  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  u  :  considérons 
l'intégrale 

r"  du 

Calculons  ses  périodes  to,  rn:  soient  o  els  les  zéros  de  la  fonc- 
tion inverse,  a  et  ^  les  infinis,  on  a  p  =  ^  —  a;  car  on  sait  qu'à 
chaque  valeur  de  u  correspondent,  à  des  multiples  des  périodes 
près,  deux  valeurs  ^  et  .9  —  x  de  x.  Considérons  la  fonction 
f{x)  doublement  périodique,  possédant  les  zéros  o,  5,  les 
infinis  a,  j3  et  les  périodes  w,  rn  que  nous  avons  appris  à 
former  au  paragraphe  précédent.  Soit  enfin 


/(  /'"4!^)  =  F(«); 


I.T.) 


F(?/)  est  monogène  et  continue,  elle  est  aussi  monodrome; 
en  effet,  à  chaque  valeur  de  u  correspondent  une  infinité  de 
valeurs  de  l'intégrale  x^  à  savoir 

m  w  H- /i TîT  +  37     et     mixi -\- iixs -\- s  —  x^ 

qui  donnent  à/(^)la  même  valeur  et  par  suite  aussi  àF(z^); 
donc  F(w)  n'a  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  valeur  de  u. 
Pour  11  =  00^  X  =  en  011  p  ei  /{x)  =  ce,  donc  F(u)  =  co; 
du  reste,  si  u  est  fini,  x  est  fini  et,  par  suite,  F(w)  est  fini; 
F(«)  ne  peut  être  nul  que  poury(^)  =  o,  c'est-à-dire  pour 
x^s  ou  o;  alors  u  =  o.  Ainsi  F(u)  n'a  qu'un  zéro  et  un 
infini,  à  savoir  o,  oc;  ce  zéro  et  cet  infini  sont  simples,  car 

F'(„)=/'(-)g  =/'(-)  ^- 

Or  y/U  est  fini  pour  ?/  =  o  (ou  du  moins  on  peut  éviter  le  cas 
où  U  serait  nul  pour  u  =  o);  quant  à  f'(x)  il  n'est  pas  nul, 
puisque  ^o{x)  et  par  suite y(^)  n'ont  que  des  zéros  simples; 
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pour  prouver  que  l'infini  esL  simple,   on  considérera  j^ — •• 

]Ln  résumé,  F{u)  a  les  mômes  zéros  et  les  mêmes  infinis  que 
la  variable  u]  leur  rapport  A  est  donc  constant  elF(u)  =z  u 
en  choisissant  convenablement  A. 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  inverse  de  f{x)  est  l'inté- 
grale elliptique,  et  que  par  suite,  réciproquement,  l'inverse 
d'une  intégrale  elliptique  est  une  fonction  doublement 
périodique  monodrome  et  monogène. 

XIV.  —  Relations  entre  une  fonction  doublement  périodique 
et  sa  dérivée. 

Nous  allons  voir  que,  réciproquement,  toute  fonction  dou- 
blement périodique  du  second  ordre  a  pour  inverse  une  inté- 
grale elliptique,  mais  nous  allons  généraliser  un  peu  ce 
théorème. 

Théorème  I.  —  Deux  fonctions  doublement  périodiques 
u  et  v^  dont  les  périodes  sont  commensur cibles  deux  à  deux 
et  sont  dirigées  dans  le  même  sens,  sont  des  fonctions  algé- 
briques l'une  de  Vautre. 

En  effet,  soient  mtoet/irn  les  périodes  de  ?/,  et  soient  A?i'(o 
et  /l'nrles  périodes  de  v^  m  et  /i,  m!  et  i^  désignant  des  nombres 
entiers.  Soit  p.  le  plus  petit  multiple  de  m  et  m',  soit  v  le  plus 
petit  multiple  de  n  et  n  :  [jloj  et  vnj  seront  des  périodes  des 
deux  fonctions;  le  parallélogramme  de  côtés  [jlco  et  vru  con- 
tient [Jiv  petits  parallélogrammes  de  côtés  co,  ttj  ;  à  chaque  valeur 
de  V  correspondent  p  valeurs  de  x^  si  v  est  d'ordre  ,8,  et  a 
valeurs  de  u  si  u  est  d'ordre  a;  donc  à  une  valeur  de  v  corres- 
pondent dans  le  parallélog^ramme  fa^o,  vtu),  -^  -7  3  valeurs 
de  X  et  de  u.  De  même,  à  chaque  valeur  de  u  correspondent 

* a  valeurs  de  v  ;  donc,  comme  les  nombres  des  infinis  de  u 

m  n 

et  V  l'un  par  rapport  à  l'autre  sont  limités,  u  et  i'  sont  liés  par 
une  relation  du  de^i^ré  --—^  en  u  et  - —  en  v. 
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Supposons  que  (^  =  u'  soit  la  dérivée  de  u  :  les  fonctions  u 
et  V  ont  le  même  parallélogramme,  mais  u  est  d'ordre  plus 
élevé  que  u.  Supposons  u  du  second  ordre,  ?/ sera  en  général 
du  quatrième  ordre  (il  serait  du  troisième,  si  u  avait  un  infini 
double),  parce  que  les  infinis  de  u'  sont  ceux  de  u  avec  un 
degré  de  multiplicité  plus  élevé  d'une  unité;  la  relation  qui 
lie  u  à  II!  est  donc  du  quatrième  degré  en  u  et  du  second  en  u' . 

Soit 

Uo  u"^  -h  Ui  w'  H-  U2  =  o 

cette  relation,  Uq,  Ui,  Uo  étant  du  quatrième  degré  au  plus. 
Mais  u'  n'est  jamais  infini  que  pour  u  =  cc;  donc  Uq  est  indé- 
pendant de  u  :  on  peut  supposer  Uo  =  i .  En  second  lieu,  la 
somme  des  valeurs  de  la  variable  x  pour  lesquelles  u  est 
donné  est  constante  ;  donc,  si  l'on  appelle  x^  et  X2  ces  valeurs, 

on  a 

dxi        dcr=. 


ou 


donc 

donc  enfin  la  relation  qui  lie  une  fonction  doublement  pério- 
dique du  second  ordre  à  sa  dérivée  est 

w'2  4-  U2  =  O 

ou  bien 

4^  =  i/A  a*  ^  B  w3  -f-  G  U'  -r-  D  i^  -4-  E. 
dx 

Ce  fait  a  été  établi  par  IVL  Méray. 

XV.  —  Les  fonctions  auxiliaires  de  Jacobi. 
La  fonction  sn^,  inverse  de  l'intégrale 


du 

+ 

du   -" 

I 

-- 

I4  "'''' 

ou         L 

a  pour  périodes  4K.  et  ^K'y  —  i,  K  et  K'  étant  donnés  par 
les  formules 

Ses  zéros  sont  o,  2K,  ses  infinis  K\/ —  i  et  2K  +  K'y/—  1; 
elle  sera  donc  égale  au  quotient  de  deux  fonctions  auxiliaires 
que  l'on  pourra  former  de  bien  des  manières,  ayant  pour  pé- 
riodes 4K.  et  aK'y/ — i,  et  s'annulant  l'une  pour  ^  =  0  et 
a:  =  2  K,  l'autre  pour  ^  =  K'  sj' —  1  et  ^  =  2  K  +  K'  y/ —  i . 

Rappelons  que,  si  une  fonction  auxiliaire  du  second  ordre 
satisfait  aux  équations  (p.  286) 

(l)  I  471  yAH 

ses  zéros  a,  jB  satisfont  à  la  relation  (p.  288) 


21 \-  m  —  c 


OU 


etÇ 
fonctions 


et  Q  est  une  fonction  linéaire  arbitraire  et  homogène  des  deux 


(3) 


^  — ^^^3— [2[XX+2[AC+[X([X-1)CT] 

{!,  =  —  » 

1^  =  +  '»  27rv/~ 

'^  — ^ [(2JJ.+1)j:4-2[Xc+[JL!cT] 


Alors,  si  l'on  prend  w  =  4K,  nr  =  2K'y/—  i,  a  +  j3  =  2K, 

et  2CE^2K,  ou  2c=2R4-  2K'y/—  ij  les  formules  (3)  de- 
viendront, à  l'ordre  près, 

/  ^    — ^— ([JU-+aK+[JLMv' v/^) 

/^     — g-j^  [(2[J.+l)a:4-2[i.K+2K'  v^tX([X4-lj] 
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Nous  représenterons  la  première  expression  avec  Jacobi 
par  O(^),  la  seconde  par  H(.t),  après  l'avoir  multipliée  par 


^^  ;  nous  poserons  en  outre 


q  =  e   '^  ^, 

K' 
et  nous  supposerons  la  partie  réelle  de  ^  positive  (^).  Nous 

aurons  alors,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 

,,      „,    .  y  .    T.x  \   .    3T..T  ,         r^y  .    2/i  +  r 

^  ^    ^         ^  2K  ^  2K  -^  2K 

H(^)  s'annulant  pour  x  ::^o  est  une  des  fonctions  demandées. 

Soit  y,  un  zéro  de  S{x);  comme  S{x)  a  évidemment  pour 

période   2R,  2K  +  a  est  un  zéro  de  S{œ);  donc,  en  vertu 

de  (2), 

2K  +  2aEHs2K         ou         2a  =  0. 

Ainsi  a  est  égal  à  une  demi-période;  or 

e(2K)=  I  — ^ -1-^*  — ... 

ne  peut  être  nul,  quel  que  soit  q;  donc  ©  (K'  y^—  i  )  —  o  et  la 
fonction B(^)  s'annulant  pour  x  =  K\/—  i  est  l'autre  fonc- 
tioncherchée  :  celaabesoind'être  conrirméparlaformule(i  2). 
Indépendamment  des  fonctions  6  et  H,  dans  cette  théorie, 
il  est  utile  de  considérer  les  fonctions  0(^  -{-  K)  etH(^  +  K) 
que  Jacobi  a  désignées  par  0,  (^)  et  H,  (x).  On  a  évidemment 

(6)  0i(:r)=n-2gcos'"^  ^,,,-^^qn^cos'-^  +..., 

i        -KX  -        371^  ('z!l±ly        in~\ 

(7)  Hi(^)  =  2^^C0S;-^+2^^C0S-— -—  +..  .4-2^V     2      ^    COS j- --.^-4-.-^ 


A  K' 

("    Sinon  K'  est  une   période,  —  K'  en  est  une   aussi, ^  ^  ^^  partie 


K' 

Tt-T- 

réelle  positive,  et  l'on  posera  q  =  e   ^ 
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Les  fonctions  0,  H,  6,,  H,  jouissent,  comme  il  est  facile  de 
le  voir,  des  propriétés  exprimées  par  les  formules 

(  0  (:p-}-  4K)-=e  {X),         H  {x-hiK)=  H  (ce), 
En  posant  A  =:  e  , 

j  e  ('  -^,)  ^  0(37).         H  (  — :r)=  — H(^), 
(  0i(— .r) -■=  0(;r),         Hi(  — ;27)=       H(ir), 


(II) 


0  (;r-^-K>--:0i(a7),         H  {x -^  K)  ^  Hi(^-j, 


A  ces  formules  on  peut  joindre,  en  posant 


e      *^ 


(1-2) 


0  (^-^kV^)  =  y/^BH  (^), 
H  {x  -~  K'  /^)  =  \/-~^B&  {x), 

n,(:r  — KV^)=  B0i(a;), 


..       -rtX 

K 


que  l'on  démontre  ainsi 

ei{x)=^q"'e' 
donc 


OU 


(^--kV-i)-^^"^ 


0i(^+kv— o==y  ^'"'^ 


1       7^^/-l 


q    -^e       -^    ";^ 


A      2     /     _— ^17- 


^  6     2lv 
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c'est-à-dire 

c'est  l'une  des  formules  (12)  :  les  autres  se  vérifient  d'une 
façon  analogue. 


XVI.  —  Nouvelle  forme  des  fonctions  auxiliaires. 

On  peut  mettre  les  fonctions  auxiliaires  sous  une  infinité 
de  formes  différant,  comme  on  l'a  vu,  par  un  facteur  expo- 
nentiel de  la  forme  e^^-^^^-^^-^  l'un  de  ces  facteurs  se  présente 
tout  naturellement.  On  a,  en  effet, 

ce  que  l'on  peut  écrire 


Si  donc  on  pose 


,  (.r+2U.K'y/— 0'     — 


ITa-2 


on  aura 

et  il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

0'(;r+  2KV^)  =  —  W{x), 

(2)  6'(^-+-4KV^)  =  e'(^); 

on  a  d'ailleurs,  en  changeant  ^  en  .r  +  2K  dans  (i). 


DES    FONCTIONS    D0UBLE3IENT    PÉRIODIQUES.  249 

OU 

7r.r»     21  Kl  —iu.\ 

(3)  ^'{x-^iK)  =  e{a;)e'^^^'e^-^         =^'{x)e^'^        . 

La  fonction  8'  est  donc  du  second  ordre,  aux  périodes  2K  et 
4K.'y/ — I,  ses  zéros  sont  ceux  de  (^{^),  à  savoir  K'y/ — ^i 
et  3K'y^ —  I  ;  la  fonction  8'  est  donc  fonction  homogène 
et  linéaire  des  fonctions  obtenues  en  faisant,  dans  les 
équations  (3)  du  paragraphe  précédent,  w  = — 4K.V — ^' 
^=:4K,  2c^o.  Nous  prendrons  2C  =  2K  et  nous  aurons 
les  deux  fonctions 

"V^     -4^,  [(2u.-f-l)x+2a2K4-2aK] 

K 

7^  — 

en  posant  alors  p  =  e  ^^\  on  pourra  écrire  ces  fonctions 
ainsi,  en  faisant  abstraction  d'un  facteur  constant, 


(4) 


pi''  cosh  •^-— > 

/>v     2    /  cosli  —~rrr 


La  dernière  de  ces  fonctions  s'annule  pour  x  =  K'y^ —  i  :  elle 
est  donc  égale  à  8'  à  un  facteur  constant  près.  En  posant  de 
même 

on  voit  que  Q',  sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  des 
deux  fonctions  (4);  la  première  de  ces  fonctions  admet  pour 
période  2K'^ —  i  ;  si  donc  a  est  un  de  ses  zéros,  a  +  2K'\/ —  i 
en  sera  un  autre;  la  somme  des  zéros  est  une  période  :  donc 
2  a  H-  2  K'y/  —  I  ^E  o,  donc  2  a  ^  2  R' \J —  i ,  donc  a  est  égal  à 
K'y/ —  I  plus  une  demi-période;  donc 

a=:K-f-K'v/— I         ou         a  =  3K'y/"i     ou     — K'/~^- 
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Mais  —  K' y/ —  1  ne  peut  être  racine  quel  que  soit  p,  donc 
a  =  K  -h  K'\^—  I  :  c'est  un  zéro  de  0<  (x)  ;  ainsi  la  première 
des  fonctions  (4)  est  égale  à  0',  (^),  à  un  facteur  constant 
près. 

On  démontrerait  exactement  de  la  même  façon   que  les 
fonctions 


ont,  à  des  facteurs  constants  près,  égales  à 


(5) 

Nous  poserons 


(6) 


(a:)  =  2/?*  cosh  — -^,  -f-  ip*  cosli  — r—  + 


6i  (^)  -=  I  -;-  2/)  cos  h  -rrr  +  ^P*  cos h  — — , — !- . . 

1_  Tl  T*  ^-  3  TU  ^ 

r,(x)  ^  2/?*  sinh  — ,  -  -h  ip*  sinh  — p-7-  -!-..., 
'^  ^  2K  ^  2K 

TT  37  2  71 .97 

Yjj  (:r;  =  1  —  2/>  cosh  -,  -;-  2/?'^  cosh  —rr-, .  . 


.Nous  aurons  alors,  en  appelant  C  une  constante, 

TT-r- 

si,  dans  cette  formule,  on  change  x  en  ^-hKy  — 1,  on  a 

(p.  247)      . 

ou,  réductions  faites, 


DES    FONCTIONS     DOUBLEMENT     PÉRIODIQUES.  25l 

Eq  cliangeant^  en^  +  K,  puis,  de  nouveau,  en  ^-f- K' y/ —  i , 
on  constatera  que  l'on  a 

^  _  ^^  -  :^  -  :iL  -ce^ 

Il  reste  à  déterminer  la  constante  C,  ce  que  nous  ferons  plus 
loin. 


I  XVII.  —  Formule  de  Cauchy. 

Posons 

(l)    F(^)=(H-^^)(l  +  ^^-l)(H-^3^)(H-^3^-l)...(l4_^2«-l^)(l 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 
OU  bien 

{l)  F{q^z)(qz  +  ^2«)  =,  F(^)(l  +  ^2«+i^). 

Or  on  peut  poser 

(3)  F(^)=  Ao-l-Ai(^-l-^-i)4-A2(^2_^^-2)  +  ...+  A„(,G'^-+-z-"), 

Ao,  A,,  .  .  . ,  A/i  désignant  des  coefficients  indépendants  de  z. 
Si  l'on  remplace  dans  (2)  F(-:)  et  F(^-^)  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (3),  on  trouve 

==  (i  _l_  ^2«+i  ^  ) [Ao  +  Al  (xj  +  ^-1  )  +  ...+ A„(^'^ -i- ^-"  )J  ; 

en  égalant  alors  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  z 
dans  les  deux  membres,  on  a 

Ao^     4-  Ai5r2«-t-2^  Ai-^  Ao^2«  +  l^ 
Ai^3_4_  A2^2n+4  =  Aa-h  Ai^2«+-1, 
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OU  bien 

Al  =  Ao q, 

l       '■  "  1 q-ia^-1  -'  ' 


I  —  q'"'^      I  —  q 

(4)  ^-^--", 


A,  =  Ao V^ '--, — r  q\ 


,  _^2«        i_^2«-2  1  —  ^2         ^^^ 


A„  -  Ao    ^  _  ^,,^^2     i  _  ^2/^+4  •  •  •  1  _  q^ri  ^ 

on  déduit  de  là 


F(^)=A„[,-H-^'J^?(^ 

(5)        \ 

^       '  2/i      j q'i-n—% 

\  ■       J  _  ^2/7^2    I  _  ^2/i+4    '?*  1^^' 

Pour  déterminer  Aq,  on  observe  que  A„  est  évidemment 
égal  ?i  q,q^ ,q^ .  .  .  q-^^^  =  ^"°";  la  dernière  formule  (4)  don- 
nera alors 

ou 

^    ^  '"  {l-q■'){^-q')...{l-q^-'n 

Des  formules  (i),  (5),  (6),  on  tire 

/    (l  +  <72)(l-|-  qZ-^).  ..(1+  5r2«-l^)(i_x_^2«-l^-l) 

Nous  allons  maintenant  supposer  /i^co;  le  premier 
membre  de  cette  formule  devient  alors  le  produit  infini 

n  =  oo 

T~l(i-^q^''^^z)(i-t'q^''+^z-i). 
n  =  i 

La  fraction  qui  entre  en  multiplicateur  dans  le  second 
membre  peut  s'écrire 

(i-q2)(i-q'*).,.(i-q'.n>^ 
(i-q-'y{l-q'y'...{i-q-'''y' 
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et,  par  suite,  a  pour  limite  -^ La  formule  (7)  devient 

TT(i-^2-) 

alors  1 

00  ao 

TT(i  -h  ^2«+i^)(i  _i-  ^2^-t-iz-i)TT(i  —  ^2«) 
1  1 

Désignons  par  S^+i  la  somme  des  m-}-  i  premiers  termes  de 
la  quantité  entre  crochets,  i\m+i  la  somme  des  termes  suivants, 
on  pourra  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 


£  désignant  une  quantité  de  module  moindre  qu'une  quantité 
donnée  a.  Quant  à  R^+n  si  l'on  appelle  |x  le  module  de  q  et 
V  celui  de  ^,  il  sera  de  module  moindre  que 

or  on  peut  toujours  prendre  m  assez  grand  pour  que  cette 
quantité  soit  moindre  que  a,  car  la  série  précédente  est  con- 
vergente, même  lorsqu'on  la  divise  par  [a"^;  m  étant  ainsi 
déterminé,  n  étant  indépendant  de  m,  on  peut  toujours  faire 
en  sorte  que  mods  <^  a,  et  alors 

1  1 

différera  de  'èm^\  d'une  quantité  dont  le  module  sera  moindre 
que  2a;  on  peut  donc  dire  que  cette  quantité  est  égale  à  la 
limite  de  S„2^,  et,  par  suite,  on  a 

00  00 

J~J[(l  -r-  ^2«+l^)(,  +  ^2«+-I^-l)  JJ(l  __  qln) 
1  1 

-  I  4-  7  (^  +  -^  )  4-  ^^  (^i;2  _^  ^)  - :-  .  .  .  ^  q'n-'  (z'n  -^  -1- 

Telle  est  la  formule  de  Cauchy  que  nous  voulions  obtenir. 
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XVIII.  —  Développement  des  fonctions  auxiliaires  en  produits. 

Si,  dans  la  formule  de  Cauchy,  démontrée  au  paragraphe 
précédent, 

oc  00 

JJ([+^2«+l^)((_^^2«4-l^-l)JJ(,_^'>«) 
1  1 

on  fait  ^  =  e    ^    ^  q  =z  e      '%  il  vient 


2n+l  cr><i -  -4-  /^i«  +  2 


I    I  (l  —  ^-'Ol  T(  '"+"  iq-"-^' COS~^-  +  q 
1  1 

=  I  -T-  •>.  y^q"'  cosn  -      —-  &i{x). 

On  trouve  ainsi  le  développement  de  ©,  (.x)  en  produit  et,  en 
changeante  en.r  +  R,  enœ-{-K.\/—  i  eten  e-l-K  +  K'^ —  i , 
on  obtient  ceux  de  0,  H|  et  H.  On  a  alors  le  groupe  suivant 
de  formules  : 

0  (x)  ^TT(i  — '/^'Of  I  — '-i^^'OS^-i-72  W  i_2^3cos^4-  qA  ... 
Siix)  ~.  I   |(i_^2/i)|  I  -^a^cos-"  -  -r-q^ji  i-f-ii^/'^^cos-j-H-  q^)-.., 

X  f  I  —  2^2  cos—  -I-  q*  ]\  I  —  '-f^q*  ^^^~îr  '^  ^' 

('  ^  OC  \    /  TZ  '7* 

H-  -igr^cos-   -  +  ^*  )(  I  -I-  iq'*  COS-—  -f-  ^' 


Ces  formules  qui  sont  très  utiles,  fournissent  des  identités 
curieuses  quand  on  y  suppose  x  ~ 
nous  dispenserons  de  les  écrire. 


curieuses  quand  on  y  suppose  e  =  o,  .2:=:Kou.r=:  — ;  nous 
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Les  fonctions   0,   Tj,   8,,   Tj,    donnent  lieu    à  des  formules 
analogues. 

TîK 

Quand  on  pose  dans  la  formule  de  Gauchv  q  =  p  ^z  e    ^ 
et  -S  =  e  "^ ,  on  trouve 

oc  00 

lT('l-H2/?2«-HlcOsh    ^  +/>*«+2\TT(i_^2«) 

1  1 

-Hoc 

—  se 

ce  qui  donne  le  développement  de  Qi  [x)  en  produit.  En  trai- 
tant cette  formule  comme  celle  qui  est  relative  à  la  fonc- 
tion 0,,  on  trouve  les  développements  suivants 

0     (  X)  —  1  p'*  Y*  Q.OS\\   —^y-, 
"-      '  ^  9.  K 

X  (   1-7-  ^.jO^cosh  --7    +/?*)(   I  -T-  2/?^C0Sll   -— -   +/>8  j  .  .  ., 

(Ti  cr           \  /                          v  ce           \ 
r-i-  2/?  cosh  -—  +/>M(  I  "  2/?3cosh  -j^  4-/?M 

r,  {x)=  2/>*Psinli  —, 

X  (  I—  2/?2cOsh   — -    +/>*)(   I—  2/)^  cosh   -—   4-/?8  j  .  .  ., 

i  —  2/>  cosh  -r-7  -T-/>2)  (  I  —  2/?3  cosh  —  -f-jDM  .  .  .; 

d'où  Ton  peut  déduire  une  foule  d'identités  algébriques  que 
nous  nous  dispenserons  d'écrire. 

XIX.  —  Relations  entre  les  fonctions  de  Jacobi. 

Les  quatre  fonctions  H,  0,  H,,  0,  sont  du  premier  ordre, 
leurs  carrés  sont  d^i  second  ordre*  d'après  (8),  (lo)  et  (9) 
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du  §  XV,  les  fonctions  H2(^),  ^''{œ),  B;{x),  S^^{a^)  satisfont 
aux  équations 

0(a7-4-2K)  =  e(^), 

par  suite,  l'une  quelconque  d'entre  elles  (p.  286)  est  une  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  de  deux  d'entre  elles.  On  peut  donc 
poser 

(  e2(^)  =  AH2(:r)-i-BH?(^), 

A,  B,  G,  D  désignant  des  quantités  indépendantes  de  x  que 
l'on  déterminera  en  faisante  =  o,  ^  =:  K  et^=:  R  +  K\/ — ^i; 
on  aura  alors  pour  œ  =  0^  en  observant  que  H(o)=i=:o, 

Hf(o)'  ef(o)^ 

en  faisant  ^  =  K,  ce  qui  annule  H,  (^),  on  trouve 

_  e^K)  _  effo)_ 

en  faisant  ^  =  K  +  K'y/ —  i ,  ce  qui  annule  ©<  {x),  on  a  de 
même 

^  ^  eKK-hKV-ï)  ^   0f(KV="i)  ^  UUo) 

Les  formules  (i)  deviennent  alors 
nous  les  écrirons  ainsi 

e2(o)  nHcc)      02(o)  Hf(^) 


HKoj  0H^)      "ï(o;  e^^) 
(2) 


[  '~  ef(o)  02(^j"^©Ko)  &H/^-) 
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et  nous  poserons 

H(;r)    e,(o)  _. 

'^  ^  '    e,{x)  0(0) 


<d{x)    0i(o) 


v(ic), 


Hf(o)^  , 
0|(o)  • 

Les  formules  (2)  donneront  alors 


les  fonctions  X,  [ji,  v  sont  doublement  périodiques.  Il  doit 
exister  une  relation  algébrique  entre  ces  fonctions  et  leurs 
dérivées;  cherchons  la  relation  entre  \  et  V,  on  a 

^_   01(0)  \\'(x)%{x)  —  %'(x)\\ix) 

Or  les  fonctions  R' {x)&{x)  — & {x)VL{x),  H(^)e(^)  et 
H4  {x)^^  (x)  satisfont  aux  relations 

e(^-i-2K)=  6(^)e'ïv^~, 

donc  l'une  d'elles  est  fonction  linéaire  et  homogène  des  deux 
autres  (p.  236);  on  peut  donc  poser 

II'(^)  e(x)  —  &'(x)  H(x)  =  AH(:r)  e(^)  -h  BHi(^)  Qiix). 

Si  l'on  change  ^  en  —  x,  il  vient 

ii'(x)  e{x)  —  e'(x)  ii(x)  =  —AU{x)e{x)-hB  ni{x)  e^ix), 

donc  A  =3  o,  et  l'on  a 

ii'{x)  eix)~e'{x)  n{x)  =  BUi{x)  0i(^); 

si  l'on  fait  ^  =  o,  on  a 

H'(o)0(o)=BHi(o)0,(o), 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  17 
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d'où 

H'(o)e(o)  . 

Hi(o)0i(o)^ 
on  a  donc 

Si  nous  portons  cette  valeur  dans  (5),  nous  aurons 

d\{x)     ir(o)0(o) 


dx  H  j ( o ) 

ou,  en  vertu  de  (3), 

d\  __  ir(o)  01  (o) 
'dx  ~  Hi(o)   0(o) 

Nous  ferons 

^^>  Hi(o)   0(0)   ^^' 

alors  nous  trouverons 

d\ 


ll^{x)Q^{x) 


y(._X2)(i-/c2X2). 


gdx 


V''(i  — A2)(l-A^2X2)- 


on  a  donc,  ou  on  peut  même  poser  comme  définition  de  sn^, 
cn^,  dn^, 

(7)  \{x)=  iwgx,         \x{x)—  cngx,         v{x)—  àngx. 
Si,  dans  la  seconde  formule  (2),  on  fait  ^  =  K,  on  a 

_  Ht(o)  ^  0Ho) 

'-  0Ko)   '  ©Ko) 

ou,  en  vertu  de  la  quatrième  formule  (3), 

01(0) 
Nous  poserons 

(8)  /c  =  |;{f;,         et         /c^+A-  =  . 


DES    FONCTIONS     DOUBLEMENT    PÉRIODIQUES.  209 

XX.  —  Expression  de  sn^?,  en  57,  dn^r  au  moyen  des  fonctions 
auxiliaires. 

En  résumé,  si  l'on  se  donne  K  et  K',  on  pourra  former  les 
fonctions  ©(^),  H(^),  Si(x),  H,(^),  puis  les  modules 
[formules  (3)  et  (8)  du  paragraphe  précédent] 

/  X  '  z-_  H?(o)  ,,_  e2(o) 

et  le  multiplicateur  [formule  (6)  du  paragraphe  précédent] 

Alors  on  aura  [formule  (2)  du  paragraphe  précédent] 

1  (x)  ~  sn  g'cc 


n(x)  61(0) 


Hi(;r)    eCo) 


ou  encore 


e{x)  H,(o) 

61  (;r)     0(0) 

0(a7j    61(0) 
H(:r) 


sn  j?-ar  =  — - 


(3) 


dn  ^2-  —  //:' 


en  ^37 

0,r^) 


Si  nous  prenons  le  multiplicateur  g  égal  à  l'unité,  nous 
établissons  par  le  fait  une  relation  entre  K  et  K',  et  les  for- 
mules (3)  deviennent 

La  relation  qui  lie  alors  K  à  K'  sera  la  relation  (2),  où  l'on 
fera  ^  =  i ,  à  savoir 

H^(o)  0ifo)  _  .  ^ 

Hi{o)  0(0/  "^^' 
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en  remplaçant  0,  H,  H,,  6,  par  leurs  valeurs,  cette  relation 
devient 

/     i  «  2_5  \ 

_7r_   (^^  — 3<7'  +  5y  ^  — .  .  .)  {\  -^  iq  -^  iq'*  -^  iq^ .  . .)  ^  ^ 

^  ^  ^       o  K  /      i  1  li  \ 

Les  formules  (i)  donnent  lieu  aux  relations 

1  9  _2_5 

/-r  iq'*  -\-  iq^  -\-  iq  '*  ~-  '  .  . 

^^^  ^'  \~v'i.q -^iq'* -t- iq^  ^.  .,^ 

Ja  formule  (5)  peut  alors  s'écrire 

et 

_  i  1  2_5 

2  K  \Jk'  _  ^  ^  —  3^^-+-  5y  ^  — . . . 

(9)  — - —  -       I        .9         M 

q'* -r- q'* -^  q  "*  -+-••. 

XXI.  —  Usage  des  fonctions  6,  tq,  Oi,  r^.  —  Calcul  de  la  constante  C. 
Puisque  l'on  a 


(0 

e  ^ 

=  ïî-ë;-H;~ 

on  aura  aussi 

I       T,(^) 

ëfC^)'  Oï(o)'  r,i(o)    6(0)' 
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Nous  pouvons  maintenant  déterminer  la  constante  G  qui  entre 
dans  la  formule  (i)  ;  en  effet,  on  a 

_  H'(o)ei(o)  _  r/(o)ei(o)^ 

^~~   Hi(o)e(o)'  ^~~  r;i(o)e^o)' 

Remplaçons  dans  ces  formules  H'(o),  6,(o),  ...,  Q(o)  par 
leurs  développements  en  produits,  en  observant  que 

•    TT'/    N       1-     H(.r) 

H  (o  )  =  hiïi — ^ —     pour  X  —  o, 
^  cr         ^ 

T  { X^ 

T/(o)=lim-' pour.r  =  o; 

nous  aurons 


I  = 


__(j_^2)2(,„^4^2. 

..(H-5r)2(,-f-^3)2... 

.(1  —  ^)2(1  —  ^3^2... 

..(l-4-/?)2(i-i-y?3)2_. 

(i-/>)Hi  -p-'f  ...  (I  -^p'îKy  -r-p'f  ■  •  - 
on  tire  de  ces  deux  formules  (p.  •20/\) 

-e,(o), 

^^  -  (.'-p' Kl -p') . . .  (i  -i-i? )ni -^p^y . 

=  0i(o); 


(/ 


divisant  ces  formules   membre  à  membre,   en  ayant  égard 
à  (i),  on  a 


/ K  _  e,_(o)  _  I 

y  K'    '8i(oy     G 


ainsi  la  constante  G  est  égale  au  rapport  \/  jr,  des  racines 
carrées  des  intégrales  complètes. 

Les  formules  (i)  peuvent  alors  s'écrire 


e       Bi       H       H, 

-  v/K  ^S 

6             6i             7^              Tli 

V/K' 
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XXII.  —  Périodes  elliptiques. 

Cherchons  à  former  un  système  de  fonctions  elliptiques. 
En    se    donnant   le   module    A,    on    pourra   calculer   q    ou, 

K' 
ce  qui  revient  au  même,  le  rapport  r^  au  moyen  de  la  for- 


mule 

(p.     260) 

(I) 

sjlc^ 

1 

I-r-2^-r- 

2  ^  *  -f  -  .  .  . 
2^4-r^... 

La 

formule 

(p 

.      260) 

i<^\ 

K 

sl'k 

1                    9 

2  5 

'  TT  I — iq-^iq'*  —  2  5'^-T-... 

permettra  ensuite  de  calculer  R  et,  par  suite,  K'.  Quand  on 
se  donne  A-,  il  y  a  donc  une  infinité  de  valeurs  possibles  pour 

K  et  K',  le  rapport  —  a  une  infinité  de  valeurs;  mais,  quand 

ce  rapport  est  déterminé,  K  et  K'  sont  déterminés.  Il  résulte 
de  là  que,  comme  sxix  ne  dépend  que  de  A",  pour  former 
une  même  fonction  snx,  on  pourra  employer  une  infinité  de 
systèmes  de  fonctions  0  et  H. 

On  appelle  périodes  elliptiques  les  périodes  4^  et 
sR'y/ —  I  qui  sont  telles  que  K  et  K'  soient  des  solutions  des 
équations  (i)  et  (2);  ce  sont,  si  l'on  veut,  toutes  les  périodes 
que  l'on  peut  employer  pour  construire  un  système  de  fonc- 
tions H,  0,  telles  que  l'on  ait 

(3)  ^  =  i/Asn^,        -— — -  =  4/   -  cn:r,         — - — -  =  ~-^  dnx. 

^  '  ^{x)      ^         '       0(37)       \  k'       '       e(^)      ^k' 

Appelons  K,  et  K,  un  système  quelconque  de  solutions 
des  systèmes  (i),  (2),  le  parallélogramme  des  périodes  4K.i, 
2K',  y/ —  I,  contenant  seulement  deux  zéros  desn^,  devra  être 
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un  parallélogramme  élémentaire,  de  sorte  que,  si  K  et  R'  dési- 
gnent les  intégrales 

r\ dx r^ dx^ 

on  devra  avoir,  jn,  /?i',  n,  n'  désignant  des  entiers, 
j  4  Kl  =  4  '^i  K  -1-  1  m' K'  y/ —  i , 

(4)  \    2Ki/^~=4/îK-^271'KV^, 

(  mn' —  nm'  =  dz  i, 

et,  pour  que  les  formules  (3)  aient  lieu,  il  faut  que  cn^  s'an- 
nule pour  ^  1=  Kj,  et  ànx  pour  ^  =  K,  H-  K',  y/  —  i  ;  donc, 
en  appelant  a,  [3,  a',  '^J  des  entiers, 


(5) 


K' 

Il  faudra  aussi  que  —  ait  sa  partie  réelle  positive.  La  com- 
paraison des  formules  (4)  et  (5)  donne 

4  m  K  -f-  2  m' K'  y/ —  i  ==  4  (  ^  a  -f-  i  )  K  H-  4  •  '^^  î^  K'  y/ —  i , 
d'oi^i  l'on  tire,  en  appelant  a,  6,  c,  o?  des  entiers, 

4Ki=(2a-M).4K-^2  6.2KV^, 
2K'i=  2c4K-^(^4-I)2KV^. 

Enfin  la  condition  que  ttt  doit  avoir  sa  partie  réelle  posi- 
tive donne 

{ia-\-i){id-+-i)  —  ^bc  =  1, 


eX.  a  -\-  d  doit  être  pair. 
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XXIII.  —  Développement  des  fonctions  elliptiques 
en  séries  trigonométriques. 


Reprenons  les  formules  de  la  page  254,  que  l'on  peut  écrire 


{cc)  =  Q[i  —  2q  COS-—  -^-^M  (  I  —  2^3  cos-^  -\-q 


(I) 


T.r  \    /  „  'KX 


01(3-)  =  Q(  1  +  2^  cos-^  -+-  q-  ]  [ï^  2^3  cos—  +  q 


H  (^-  )  ^  Çiq*  sin—  (^i  -  ^^  cos—  -4-  ^- j  (^i  -  9^-  cos-j^     -  g' 
H,  (^  j  :=3  Q^-  cos—  (  I  -h  ^2  eos—  -+-  q^  ]\^^q'  cos^  -h  ^«J  . . 

prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  des  formules  pré- 
cédentes, et  observons  que  l'on  a,  en  supposant  le  module 
de  r  inférieur  à  l'unité  (T.  III,  p.  290^ 

I  r^  r^ 

log(i  —  'ir  coscp  -\-  r"^ )  ~  r  coscp  -h  —  cos 20  -^  — ■  cos3<f  ...  ; 

nous  aurons 

-ioge(a") 

oa  00 

=  — l0gQ-}-2      COS^  Vg'2rt+l4_IcOS^^  Vy2(2«4-1)+... 
0  0 

ou  bien 


^/     N  1      /^  27  X        \      iq^  X 

loi? 6(37)  =  — loeQ  H ^-~  cosT  -  H "—-  cos 2 7:  — 

®     ^     ^  ^^         1  —  ^2  K         '1    l  —  q'*  K 
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en  différen liant  alors  ces  formules,  on  trouve  les  suivantes  : 


T.   (        q  .      T..T  <7'2  .      2713"  q^  .      3713" 

2  =-    — - — -sin-p-  H — -sin— i '^— 7sm— h 


e'(x)  _ 

e(^)    "~         -^K\i  —  q^^"'K     '    1  —  q 

S\(a:)                Tl  /      q         .    Tca?            q^        .    itix           q^       .    ^izx 
2  T7    — - — rsin-- — rsin— \ — -sin-^— - 


(2) 


61(37)  KVi  — ^Z^         K         I  — g*  K  \  —  q^ 

1^(3-)  _        _7r_  7^ 

H(:r)  ~        -^K     ^^^Ik 

■K  /     q^        .    Tzx  q'*        .    iTZX  q^        .    Ztzx  \ 

K\I  — 5^2  K  l  —  q*  K  l—q^  K  / 

W.  (x)  TT  T,X 

Hi(3;)  iK        ''2K 

T.  /     q^        .    T.x  <7*        .    2r.x  q^        .    Sizx 

—  2  V     — — ;  ^'""1? — r  5in— —  H ^ — -  sin— =— 

K\i  — ^72  K  1  —  q^  K  1  —  q^  K 

On  tire  de  ces  formules,  par  soustraction, 

sn'37  -K  izx        iTZ  /      q        .    Tcx  q^        .    itxx 

=        — p     cot— — ^ —  sin-77-  H — -  sin— ., h. . 

sn37  2k  2K  k\i-T-^  K  I-T-^2  1^ 

cn'x  TT  Tua? 

= 17  tang— - 

cno:  2K        ^2K 

2  71  /       q  .     TZ.T  q^  .     9.T.X  q^  .     otzx  ^ 

7T-     — - —  sin-TT-  H ~ — r  sin—- ! ^ — -  sin— ,_ h.  .  .  K 

K   Vi-^'  K         i-+-^2  K  i-q^  K  / 

tlnV              ,   "^  /      Ç         .    '^x            q^        .    37T.r  \ 

=  —  4  17     .        _.  sin-—  H ^ — s  sin—         ■  ^ 


tn'37  TT      /  7Ï37  TZX 

=        -17       cot— -  -H  tang— - 

tna?  2k  \  2k  °2k 


.      27137  q*  .      AtzX 

^    .  ,  sin— V- —^ — rSin— -— 

k   \  I  -^  ^72  K  1  -f-  ^*  k 


XXIV.  —  Relations  nouvelles  entre  les  modules  et  les  périodes. 
Reprenons  les  formules  (p.  aSg) 

(0  /^=^^       /^     '^'^ 


e,(o)        "        61(0) 

H-(o)  8.(0)  ^ 
Hi(o)    0(0) 
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Si,  dans  cette   dernière  formule,  on  remplace  0(o),  0<(o), 
Hi  (o)  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (i)  du  paragraphe 

précédent,    si    l'on    remplace   H'(o)   par  /       tiré    des 


mêmes  formules,  on  trouve 


ï  = 


1  iV 


En  supprimant  au  numérateur  et  an  dénominateur  le  facteur 
il  reste 


^  (I  +  qf{i  +  q^yii  +  q"-y  ...  X  (l  -  q'^y{l  -  q*y{i  -  q'y  •  •  • , 


formule  qui  peut  s'écrire,  en  vertu  des  formules  (i)  du  para- 
graphe précédent. 


(3)  l/'.r=0i(o) 


i/^ 


ou  encore 


Cette  formule  remarquable  conduit  à  une  proposition  curieuse 
d'Arithmétique.  Dans  la  formule  (3)  du  paragraphe  précé- 
dent, qui  donne  -^ >  faisons  ^  =  0;  après  avoir  divisé  par  jc, 

nous  aurons 


^^  ^K^\i  —  q'-    '     i—q^    '     I  — ^1" 
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Si  l'on  traite  de  même  celle  qui  donne -■>  on  a 


en  combinant  cette  dernière  avec  (4),  on  trouve 

(    (l-f-  2^  H-  2^*+  2^9  H-.  .  .)^ 

(  ^\l-q  "^   l-q^'"  i-q'     '   " 

OU  bien,  en  développant  en  série  les  termes  du  second 
membre, 

(l-H2gl4-2^*-}-25'9-^...)*  =  I-l-A^  +  B<72^-G^3_|_._^ 

A,  B,  C,  .  .  .  désignant  des  coefficients  entiers  et  essentielle- 
ment positifs.  Si  l'on  développait  le  premier  membre,  il 
devrait  être  identique  avec  le  second;  donc  toutes  les  puis- 
sances entières  de  q  devraient  se  trouver  dans  le  premier 
membre.  Or  ces  diverses  puissances  sont  des  sommes  de 
quatre  carrés;  donc  : 

Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  carrés  [dont 
quelques-uns  pourront  être  nuls). 

Si  l'on  se  rappelle  la  formule  (p.  262) 


iq'* -^  iq^ -\- iq  *  h- 


-r-  2  5^  -t-  2 ^*  -T-  2  ^'•'  ~ . 
la  formule  (5)  combinée  avec  (4)  donnera 


J,UU..ÎH-.,V^...)'=^H^-i?^ 


OU  bien 

Kq'* -\- q'* -V- q  ''  -\- .  .  .)    =  kq  -~  Y^q^ -^  Cq^ -^ .  .  . , 

A,  B,  G,  .  .  .  étant  tous  entiers  et  positifs.  Il  en  résulte  que 
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tout  nombre  entier  impair  est  de  la  forme 

4  ' 

/z,  n',  n" ^  n'"  désignant  des  nombres  impairs;  autrement  dit  : 

Le  quadruple  d'un  nombre   impair  est  la  somme  de 
quatre  carrés  impairs. 

XXV.  —  Formules  d'addition. 

Considérons  la  fonction  H(^  --  r/)H(^  —  ^)=^  ^{^)\  ^^^^ 
satisfait  aux  relations 

0(,r  ^  2KV=^)  =  e(r.)e— H^''-'""'''-'' •• 

elle  est  donc  du  second  ordre  aux  périodes  ?.R  et  i¥J  \j —  i , 
et  par  suite  elle  est  fonction  linéaire  de  deux  fonctions  quel- 
conques satisfaisant  aux  mêmes  formules;  or  0- (^:)  et  H-(^  ) 
satisfont  à  ces  équations  ;  on  peut  donc  poser 

H(^-f-a)H(^  — «)=  A02(^)_i-BH2(^). 

Pour  déterminer  A  et  B,  on  fera  ;r  =  o  et  ^  =  a  successive- 
ment, ce  qui  donnera 

—  H2(a)  =  Ae2(o), 


d'où  l'on  tire 


A  =  _UI(il>,         B  =«'(«> 


et,  par  suite, 

li{x  -\-  a)\l{x —  a)  — 


62(0)  62(0) 

62f«)H2(:r)— H2(a)6'(a7) 


62(o) 
En  raisonnant  d'une  façon  analogue  sur  les  fonctions 

ï{{x  -~a)Q{X'^a),     \\{x  —  a)\li{x -^  a),     
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on  formera  le  Tableau  de  formules  que  voici  : 

n{x  —  a)li{x  ^  a)=  ■  — i:^ — ;: > 


ll{x  —  a)Q(  X  ~i-  a) 
ni(a)e,(a) 


Hi(o)e(o) 

(1)    \  n{x  —  a)Hi{x-i-a) 
ei((2)0(a) 


H{x)S(x)-~ 


U(a)&(a) 
Hi(o)B(o) 


lU{x)ei{x), 


H(â7  —  a)&i{x  -T-  a) 

-  Hi(o)e(o)  'H^)Oi(^)        Hr(o)0(o)  ^C^)^li<^^>>' 


e(.r  —  a)&{x  -^  a) 


e2(a)02(a;)— H2(a)H2(^) 


62(0) 

Q{x  —  a)ll(x  -i-  a) 

_  H^(a)&^(a)H(x)Q(.x)^~U(a)Q(a)U^(x)Qi(x) 
0i(o)Hi(o) 
(2)  {  e{x  —  a)Ui{x-+~a) 

^  0(0)01(0,)  ' 

0(37  —  a)&i{x  -f-  a) 

_  Hi(a)0(a)H(;r)0i(:r)— H(a)0,(^)0(.r)Hi(.y)_ 

~  e(o)Ui(o) 

En  divisant  (i)  par  (2)  et  en  ayant  égard  aux  formules  qui 
donnent  sn^,  cn^,  dn^  en  fonction  de  H(^),  0(^),  Hi  (x), 
B,  (^),  on  trouve 


sn(a7  +  a) 


sn^x  —  sn-'a 


sriic  en  a  dna  —  sna  cn^  dn^p' 
en  multipliant  haut  et  bas  par 

sna?  cna?  dna  H-  sna  cniP  dno:. 


vient 


sn(a7  +  a) 


(sn2a7  —  sn^a){snx  cna  dna  -\-  sna  cnx  dnx) 
sri^a;  cn^a  dn2a  —  s>n'^a  cn^x  dn2a7 
(sn^x  —  sn^a)(s,nx  cna  dna  -}-  sna  cn.r  dn.r) 
sn2a7(i —  sn2a)(i  —  A2sn2a)—  sn2a(i  —  sn2ic)(i — /:2sn2a:) 
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En  effectuant  les  calculs  indiqués  et  en  observant  que 
sn-^  —  sn-a  entre  comme  facteur  au  dénominateur,  on  a 
enfin  les  formules  suivantes;  en  changeant  ^  en  a  et  a  en  6, 

,    ,,       sna  cnb  dnb  ±  snb  cna  dna 

sn(azh  b)=  ■ r^ — —. ? 

,    -,       cnacnb  z^sn  a  sn  b  dn  a  an  b 
cn(a  z±  6)  —  — 


dn(a  ±1  b)  = 
tn{a±:b)  = 


i  —  k'^sn^asn^b 
dna  dnb  qz  k^  sna  snb  cna  cnb 
I  —  k'^sn^a  sn^b 
tna  dnb  ±tnb  dna 


in  a  1116  dna  dn6 


De  ces  formules  on  peut  en  déduire  une  multitude  d'autres 
qui  ont  plus  ou  moins  d'analogie  avec  les  formules  de  la  Tri- 
gonométrie, par  exemple 

sn(a+ 6) -)-  sn(a  —  ^)  —       Gsnacnbdnb, 

sn{a  ^- b)  —  sn(a  ^  b)  —       Gsn^cnadna, 

cn(a -i- b) -^  cn{a — -b)^       G  cnacnb, 

cn{a  --  b  )  —  en  (a  —  b )  --  —  G  sna  sn6  dna  dn6, 

dn(a -h  6) -r- dn(a  —  b)-       Gdnadnô, 

dn(a  4-  è)  —  dn(a  —  è)  —  —  GA2  sna  sn6  cna  cn6, 

OÙ 


k'^  sn'-'a  sn'^b 


XXVI.  —  Formules  usuelles  déduites  de  la  considération 
des  fonctions  auxiliaires. 


Les  valeurs  de  sn^,  cn^,  dn^,  pour  des  valeurs  particu- 
lières de  la  variable  x  se  déduisent  facilement  des  propriétés 
des  fonctions  6,  H,  0,,  H,  et  des  formules  suivantes  qui 
pourraient  servir  de  définition  à  sn^,  cn^,  dn.r,  si  elles  ne 
s'étaient  pas  tout  d'abord  présentées  dans  le  calcul  des  inté- 
grales ordinaires;  nous  nous  bornerons  à  écrire  ces  formules, 
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leur  démonstration  ne  présentant  aucune  difficulté  : 

sna?  a  pour  périodes 4K  et  aK'y/ —  i, 

en  37  a  pour  périodes 4K  et  2  K  H-  2K'/ —  i, 

dn^  a  pour  périodes 'iK  et  4K'v —  '> 

sna;  s'annule  pour a?  =:  o  et  2K, 

cna?  s'annule  pour a?  =  K  et  —  K, 

dna7  s'annule  pour ^=K-i-  K'y/--i  et  —  K  4-  K'y/ —  1, 

sn^,  cn:z^,  dn^sontinfînispour  ^=:K'y^ —  i  et2K-|-K\' —  i . 

sno  —  o,  cno  =  i,  dno  =  i, 

snK  — I,  cnK=o,  dnK  =  /i', 

sn2K  =  o,  cn2K  —  — i,  dn2K  =  i, 

snK'y/— I— ce,  cnK'/— i^^j  dnK'/ — i  =  ^•^, 

sn2KV — I  —  o,  cn2K'v/— 1  =  — ^1  dn2KV— ï  =  — i> 

sn(2K  --  KV — J  )  =^j  en  ==  ce,  dn  =  ce, 

i(2K  +  2K'y/  -  0  ~  O)  en  — -f-i,  dn  — —  i, 

sn  ( K  -H  K' / —  I  )  =  -,  ?  en  =  —   ,:  / —  ^ ?  dn  —  o, 

A"  A' 

sn — x  =  — sna7,     en  =  cn:r,  dn  =  dna?, 

sn(2K  ±ir)  =  i-i  sn:r,     en  =  —  en^r,  dn  =  dna^, 

l^r,  I \  ï  /— I   ^'n^        j  / ^  cn^ 

sn(  KV— 1 +  "3^)  =  1 >      en  =  —       .       ,     dn  =  —  \/— i  ■• 

,^^  ,        cna?  ,,  sna?  A' 

sn(K4-a7)=-i ,        en  =  —  A:  -j ,  dn  =-  -j , 

^  ^        âïix  dn^  dn^' 

sn(2KV — H-^)  =  sna7,  en  =  —  cn^r,  dn  = — dn.r. 

Quand  on  change  K  en  R'  y  —  i  et  K'  en  R  sj'—  i ,  les  quan- 

K'  K 

tités  ^  ou  e         et  p  ou  e     ^  se  changent  1  une  dans  1  autre  ; 
de  même  k  et  A'  se  changent  également  l'un  dans  l'autre  en 


2^2  CHAPITRE    \III. 

vertu  des  formules  (p.  246  et  i5o) 

Hf(0)  7]2(o) 


k   = 


A-' 


y 


02(0) 

ef(o) 


([  -i-  2/?  4-  2/?+-f- 
92(0)  (l  —  2^4-2^*  — 


'iq-\-  'iq* 

1  9 


2/?* 


au 


(IH-  Xp  -i-  2/>*- 

En  écrivant  alors  0(^,  A"),  H(^,  A),   ..  .,  sn(^,  A) 

lieu  de  B(^),  H(^),  .  .  . ,  sn^,  .  .  . ,  afin  de  mettre  le  module 

en  évidence,  on  a,enchangeantKenK'y/ —  i  etK'^ —  1  en  K, 

TT  Ot^  HZ  00 

6(^,  A')  =  1  —  ip  cos — =  —  2/>^cos2- — — . . .; 

K'  /—  1  K'  /—  1 

on  en  conclut  (p.  i5o) 

e{x,  k')=ri^{x\/—\,  k), 
de  même 

61  (^,  A')  =  ei(^y/iri^  A'), 

\l{x,  k')=  —L=  rXxi/—i,  k), 

v/-i 

U,(x,  A')=6(^/=1,A), 
d'où  Ton  conclut 

en  (a?  \/ —  I,  k'^ 


[       I 7\         / •  sn(^,  A') 

^Ti\X  \J — i,Aj=^— I 


cn(^,  A') 
dn(ij7  sj — I,  a)  = 


en (37,  A') 


i\x\{x.  A') 
cn(^,  A') 


XXVII.  —  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler. 
Etant  données  des  fonctions  partout  synectiques 

\X  —  «i/  \X «2/ 

excepté  en  «i,  «2,  . .  . ,  et  par  conséquent  que  Von  peut  sup- 
poser développées  en  séries  entières  par  rapport  à 


X  —  «1 


DES    FONCTIONS    DOUBLEMENT    PÉRIODIQUES.  2j3 

-y  '  "  ■)  il  existera  des  polynômes  V^,  V^,   .  . .  entiers 

30  —  Cil 

en  X  qui  rendront  convergente  la  série 

(i)  (P^+G04-(P2-i-G2)  +  ...  +  (P„-i-G„)  +  ... 

partout  excepté  en  a^^  a^^  ,  .  . ,  an,  .... 

En  effet,  décrivons  de  l'origine  comme  centre  avec  un 
rayon  infini  R  un  cercle,  décrivons  autour  de  chaque  point  «v 
comme  centre  un  autre  cercle  de  rayon  7\  assez  petit  pour 
qu'il  ne  contienne  aucun  des  autres  points  a^^  a,,  ...  ;  si  c'est 
possible  on  aura 


i 


Gv 


—  X 
dz 


les  intégrales  étant  prises  le  long  des  cercles  de  rayon  R  et  r 


La  fonction  G( ) tendant  vers  zéro  pour  ^  =  oc 

\^  —  ay /  z  —  X  ^ 

(p.  247?  t.  Ill),  la  première  intégrale  qui  figure  dans  cette 
formule  sera  nulle  et  l'on  aura 


*"v^^^^(^)— X 


,       .       ,     dz 


z  —  (X\j  I   X  —  z 


r ^  (    I    \\v     X  x^-^         x^     1  , 

nous  pourrons  donc  poser 


x'ê' dz 

z^(^z  —  x)  2  7,yzr7 


Pv  désignant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  [j.  que  nous 
allons  déterminer  de  manière  à  rendre  la  série  (i)  ou,  ce  qui 
revient  au  même. 


('^) 


convergente. 


iiX*''(^^)(^^^^'-' 


L.  —  Traité  d'Analyse,  IV. 
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Soit  a-v  le  module  de  a^\  soient  Mv  le  maximum  du  module 
de  Gv  sur  le  cercle  Tv,  p  le  module  de  ^  :  le  terme  général  de 
la  série  (2)  aura  un  module  inférieur  à 


L 


271  ,, 

M, ^^ ^6 


OU  a 


'2  7rMv 


(av— rvj!^(av  — rv— p)' 


la  série  (2),  et  par  suite  (i),  sera  convergente  si  ^  est  choisi 
de  manière  à  rendre 


Â^  (,  OCv  —  /'v  )t^'(  «v  —  /'v  —  p  ) 

convergente,  ce  qui  est  toujours  possible  en  prenant  iJi  assez 
grand,  puisque  p  finit  par  devenir  plus  petit  que  as,  —  i\. 

Alors  la  série  (i)  représente  une  fonction  synectique  de  x 
excepté  en  a^^  cu-,  — ,  qui  sont  des  points  essentiels.  Elle 
représente  même,  à  une  fonction  synectique  près  pouvant 
avoir  un  point  essentiel  à  l'infini,  la  fonction  la  plus  générale 
douée  des  points  essentiels  a^^  a^,  .... 


XXVIII.  —  Théorème  de  Liouville. 

Soit  f{x)  une  fonction  du  second  ordre  possédant  les 
périodes  co,  to  et  les  infinis  a,  5  —  a.  Soit  F(^)  une  fonction 
possédant  les  mêmes  périodes  et  les  infinis  p<,  ^2?  •  •  -5  ^p- 

L'intégrale  de    .       __  ^ — -  prise  le  long  d'un  parallélogramme 

des  périodes  est  nulle  ;  cette  intégrale  peut  être  remplacée  par 
une  somme  de  résidus.  Les  résidus  relatifs  aux  infinis  x  et 

,           ¥(z)               ^  ¥{x)    ^  ¥{s  —  x)  , 

s  —  X  ae  -7^ 77 — :  sont  -^^. — {  et  -^^ -;  en  observant  que 

f{z)—f{x)  f{x)       J\s  —  xy  ^ 

f{x)  est  égal  à/(5  —  x)^  ou  que  f'{x)  est  égal  et  de  signe 
contraire  '^./'{s  —  x),  la  somme  de  ces  résidus  est 

V{x)—¥(s  —  x) 
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on  a  donc 

F{x)—¥(s  —  x)  I  r        F(z) 


/'(^)  2'k^:~lJ  A^')-A^) 


zrj  f\x)-f(z)'^^^ 


l'intégrale  étant  prise  autour  des  seuls  infinis  de  F(g),  ou, 
si  l'on  veut, 


(i;  Y{x)-¥{s-x)=f{x)y^        ^^^^ 


En  traitant  la  fonction  -r,  \"      ,.^  ,  comme  la  précédente,  et 

f{z)—J(x)  l 

observant  que  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis  a, 
s  —  X,  X,  s  —  X  est 

F(x)-h¥(s  —  x)  —  F(%)  —  F(s  —  x), 
on  a 

(2)      F(a7)-f-F(5  — ^)=F(a)-4-F(.s-a)H-  r    ^(^^/'^^^ 


Or  de  (i)  et  (2)  on  tire 

(3)    F(x)=^'-[Fi.)-^F(s-.)]-^'^rli^P^±tl(l}l 

OU,  en  appelant  |jl  l'ordre  de  multiplicité  de  l'infini  [3, 


(  F(^)^HF(a)+F(.-a)] 


OÙ  l'on  a  posé 


Dans  le  cas  où  les  infinis  de  ^{z)  sont  simples,  on  a 

Si  la  fonction  F (^)  avait  des  points  essentiels,  la  formule  (3) 
aurait  encore  lieu,  mais,  pour  pouvoir  l'appliquer,  il  faudrait 


2-6  CHAPITRE    V: 


se  donner  la  nature  de  ces  points  essentiels,  c'est-à-dire  les 
fonctions  G  considérées  dans  le  théorème  de  M.  Mittag- 
Leffler.  Un  point  essentiel  a  de  F(a)  donnant  lieu  à  un  dé- 
veloppement 


Al 


a)       x  —  a        {x—ay  {x  —  ay 

introduira  dans  la  formule  (4)  ou  (4  bis)  des  termes  de  la 
forme 

^    f(x)^f(a^    ,    A2    d   f{x)-^f'{a) 


A3     ^2   y'(^)+/'(a) 


■■] 


'    1.-2  da^  /(^)  — /(«) 

De  là  on  conclut  le  théorème  énoncé  par  Liouville  : 

Toute  fonction  aux  périodes  w,  tït  peut  s'exprimer  en 
fonction  rationnelle  d'une  fonction  aux  mêmes  périodes 
du  second  ordre  et  de  sa  dérivée  si  elle  n'a  pas  de  points 
essentiels. 

Mais  Liouville  n'avait  pas  donné  la  forme  de  la  fonction  F  (^) 
au  moyen  de/(:r).  Je  l'ai  donnée  pour  la  première  fois  en  1 878 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Les  formules  précédentes  ont  besoin  d'être  modifiées  quand 
les  fonctions /et  F  ont  des  infinis  communs;  alors,  au  lieu  de 
développer  ¥{x),  on  développe  le  quotient  de  F(^)  par  une 
puissance  convenable  de/(^). 

XXIX.  —  Formules  d'addition. 

Appliquons  le  théorème  de  Liouville  à  la  recherche  de 
sn(^  +  a)  en  fonction  de  sn^.  Si,  dans  la  formule  (4  bis) 
du  paragraphe  précédent 

2F(a7)  =  F(a)-HF(.-a)+Ee(p)^;^|j^^, 
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'77 


on  fait 


Y{x)=  sn{x  -i-a),        f{x)=sncp, 


on  aura 


=  KV— 1,     5  =  2K,     pj=.KY_-r_a,     P2  =  2K  +  KV-j— a, 

Oy(x)=  sn(x-{-  a){x~K'  s/—  i-h  a), 
02(37)  =  sn(x  -i-  a){x  —  K'v^ —  i —  2K  -\-  a) 


OU 


Or  on  a 


sn{x  -{-  a){x-\-  K'y/ — i  H-  2K  +  a). 


clone 

et,  par  suite, 
On  a  de  même 


ksn(x-\-K'^—i)        k  sn{x  —K'^ — i) 
X —  K'y/ —  I  -\-a 


Oi  = 


A^sn(^_l_^_KV— i) 


.(W=f 


0, 


donc 


X  —  Q.K  —  K'  1/ —  I  H-  Cl 


^_2K-K'v/- 


/: sn (a?  -h  a  +  K' /—  i )  A' sii ( 2 K  +  K' \/—  i  —  x  —  a)' 


h{h)  = 


Enfin  F(a)  et  F(6'  —  a)  sont  égaux  à  sn(<2  +  K'y/ —  1  )  et  à 
sn(« — 2K  —  K'y/' — 1);  ils  sont  donc  égaux  et  de  signes 
contraires;  on  a  donc  seulement 


2sn(a7  -\-  a) 


OU  bien 


ik  sn(^  -\-  a)  =^ 


sn  37  -4-  sn 


I   sn'a7-i- sn'(K'\/— I  —  ci) 
'^   sn37  —  sn(K'y/ — \  —  a) 

I   sn'37+ sn'(2K -f- K'y/— ^  —  <^) 
1^   sna7  —  sn(2K4-K'\/ — i — a) 


,(K' /—>  —  «)       sn'37  —  sn'(KV—  1  —  a) 


sn37  — sn(K'v/— I  —  «)         sn37 -H  sn(K'v/ — i  —  ci) 
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OU  bien  encore 

iksn{cc-^a)  =  —  ^sn^.rsn(KV^T-a)  +  2snrsn'(KV~~a) 

sn2^  —  sn2  (kV— I  —  «) 
Or 


sn(K'v'^ — i  —  a)=-, ,         sn'(KV — i  —  a)  = — 

j       ,             .             sn  X sïï' a -h  sn' ce  sn  a  . 
A-  sn  (  ^  -H  a  )  = , A: 


et  enfin 

sncrsn' <z  -f-  snasn'x 


sn(œ  -T-  a) 


1  —  /c^sn'^a?  sn^a     ^ 
c'est  la  formule  déjà  trouvée  plusieurs  fois,  car  on  sait  que 
sn'<2  =  cna  dn«,         sn'^r  =  cna?  dna;. 

XXX.  —  Multiplication  des  fonctions  auxiliaires. 

Le  théorème  de  Liouville  permet  de  calculer  snmx, 
cumx,  dn7?i^  en  fonction  de  sn^,  cn^  et  dn^,  mais  on 
préfère  ordinairement  employer  la  marche  suivante.  On  s'ap- 
puiera sur  les  formules  (p.  269) 


II(:r-t-a)  ïl(x  —  a)  = 


62(0) 

02(a)H2(^)— H2(cï)02(^) 


02(o) 

(1)        \ 

Désignons  d'abord  par  /z  un  nombre  impair,  et  considérons 
les  fonctions  S(nœ)  et 


0    X 


iniK        1  m  K' sj - 


/(^)=n 

dans  laquelle  m  et  ni!  doivent  prendre  toutes   les  valeurs 
entières  comprises  entre et  H inclusivement, 
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valeurs  qui  fournissent  alors  n-  facteurs  au  produit  1  1 .  Les 
deux  fonctions  en  question  satisfont  aux  relations 


6(:r-i-2K)-0(^), 


TTV^ 


-{n-x-\-n-VJ  ^~\) 


elles  ont  les  mêmes  zéros  :  donc  leur  rapport  est  à  la  fois 
doublement  périodique  et  toujours  fini,  donc  il  est  constant; 
on  a  donc 

*TT^/^         2/nK       2m'K'/^^\ 

e(«a:j  =  A  JJe (^^  +  -~  ^ ^j  ; 

faisant  alors  usage  de  la  première  des  formules  (i),  en  grou- 
pant convenablement  les  facteurs  du  second  membre,  on 
trouve 


Q{nx)Q^--^'(o) 


Q{x)'W 


02(^)  — 


H2    . H 

\    n  n 


/- 


m  K        '.i  ni'  K'  /- 


^  l\^{x) 


on  trouve  de  même 

H(/i:r)e""'-i(o) 


=  .iH(;r)]][ 

ei(n^)8"'-i(o) 

=  0i(^)JX 


en^j 


^   .2mK  ,KV- 

02  ( vim' — '  — 

n  n 

,^, ,  2mK  ,  K'y/ — 

H2 h  2  m   '^ 


H2(^) 


e2(:r) 


2mK       2m'KV- 


— \ 

') 


62(37) 


,  /  2  m  K       2  m  K'  y/ —  i 


II2(^) 


/2/nK        2m'KV- 


2  m  K        2  /?i'  K'  y/ —  t 


aSo  CHAPITRE     VIII. 

Par   division,    on  déduit  de   ces   formules  snnx,   cnnx   et 
ânnx^  et  l'on  voit  que  ces  quantités  sont  de  la  forme 

sn/icc  =  snx —)         cnnx  =  cnx—y         dnn^r  =  dn^r  —  > 

P,  Q,  R,  V  désignant  des  polynômes  en  sn^  de  degré  n^  —  i . 
Si  /^  est  un  nombre  pair  2/?î,  en  vertu  des  formules 

2  9,nucnudnu 
sn2U=  ■ y- — , 


àniu  = 


I  —  Â:2sn*M 
dn2  M  —  k^  cn2  u  sn^  u 
i~  k^sn'^u 


on  voit  que 


^nx  cnx  dn^P 
sna7?ia7  =  — j 


Q       1  ï^ 

cn277icc=~,         an2mx  =  ^ 
V  V 


P  sera  du  degré  ^m^  —  4?  Q?   ^^  V  seront  du  degré  4''^^ 
en  sn^. 


XXXI.  —  Multiplication  des  fonctions  elliptiques. 

Proposons-nous  d'évaluer  sn7?2^  en  fonction  de  sn^.  Nous 
distinguerons  deux  cas,  suivant  que  m  sera  pair  ou  impair. 

Premier  cas  :  m  impair.  —  Les  périodes  de  snm^  sont 

.'î  K  2  K'  s/ —  I  '     n     •  :>i  -^1       Tjr^  2.i'-T-  l   rrf    I 

~ — ^  et  ^ ?  ses   inimis   sont 2JV-1-- Kv — i? 

771  771  771  771  * 

ses  zéros  — -  H L<es  zéros  et  ces  iniinis  sont  au 

771  771 

nombre  de  2m-. 

On  peut  grouper  les  zéros  deux  à  deux,  de  manière  que 
leur  somme  fasse  2K;  on  peut  également  grouper  les  infinis 
deux  à  deux,  de  manière  que  leur  somme  fasse  2K;  soient 
a,,  a'j,  0.2,  a'g.  ...  les  infinis  K^y/ —  i  et  2  K  -f-  K'y/ —  1  excep- 
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tés;  a,,  a'j,  ^o,  d^^  ...  les  zéros  o  et  ik  exceptés.  Suppo- 
sons ai  +  a'j  =  2K,  a2  -Ha'g  =  2K,  ...  a^-\-  à^  =  2K,  .  .  .; 
considérons  enfin  les  polynômes 

P  =  (sna7  —  snai) .  . .  (sna?  —  sna,„2_i), 
Q  =  (snx  —  snai) . .  .  (snx —  sna,„2_i). 

La  fonction  — ^  a  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis  que 

sn  mœ.)  donc,  en  appelant  G  une  constante, 

^  Psna? 
sn  mer  =  L  — — —  ? 

et  sn  7nx  s'exprime  rationnellement  en  sn^.  On  peut  déter- 
miner la  constante  G  en  écrivant 

sn  fnx  P 

sn^r  Q 

Si  l'on  fait  ^  =  o,  on  a 

_  sn  «1  sn  «2  •  •  •  sn  a,n^-i 

m  =  L ; 

sna^snaa  . . .  sna;„2_i 

ainsi  G  est  connu. 

Deuxième  cas  :  m  est  pair.  —  Les  infinis  de  snmz  peuvent 
toujours  être  groupés  de  façon  que  la  somme  des  deux  infinis 
d'un  même  groupe  fasse  2K;  aucun  de  ces  infinis  ne  peut 
être  égal  àK'  y/ —  i  ou  à  2K  H-  R'y^ —  i  ;  cette  fois  snmz  n'a 
pas  d'infini  commun  avec  sn^. 

Groupons  les  zéros  comme  tout  à  l'heure;  les  zéros  étant 

de  la  forme 1 y/ —  i ,  ils  pourront  devenir  équiva- 
lents à  o  ou  à  2K  qui  sont  les  zéros  de  sn^;  si  l'on  a  i'=o 
et  i  =  o  ou  i'=o  et  i  =  ni,  les  zéros  de  sn^^  =  cn^  dn^ 

sont  K,   3K,  K  +  K'y/—  i ,  3K  H-  K'y/—  i  ;  ceux  de  snmx 

m  Zjn 

—  ou    

•2  '2 


pourront  leur  devenir  égaux  pour  i  =^  —  ou 
ou  1  =  —  •  Formons  alors  les  polynômes 


U  =  (sna?  —  sn^i) . . .  (sna?  —  sna,n^-k)} 
y  =  (sn^  —  snaj) . .  .  (sn^  —  sna,„2), 
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les  quatre  zéros  communs  à  sn J7ix  et  à  sn^r  ou  à  sn^  ne 
figurant  pas  dans  U,  et  considérons  l'expression 

U 

—  sna?  sn  x; 

elle  a  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis  que  snnix  :  donc 

sn/n^  =  C  ^  sna?  sn  ^, 

G  désignant  une  constante  facile  à  calculer. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  polynômes  P,  Q,  U,  V  ne  con- 
tiennent que  des  puissances  paires  de  snx,  car  sn//z^  est  fonc- 
tion impaire  de  sn^. 


XXXII.    -  Méthode  d'Abel. 


P        P 


snmwest  de  la  forme  ^  ou  -^  y/(i  —  x~){i  —  k'-x-)^  suivant 

que  m  est  impair  ou  pair,  P  et  Q  désignant  des  polynômes 
entiers  en  :r  =  snu.  Abel  a  indiqué  deux  équations  différen- 
tielles auxquelles  satisfont  les  polynômes  P  et  Q  et  qui  per- 
mettent alors  de  trouver  ces  polynômes  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  Posons 


on  a 


du 


\/ k  sn  II  =z  œ,         s/ k  sn  mu  =  y, 

dx  -—  dy  -— 

s/k  -^  sjk 


ou  bien,  en  posant  k  ^  -  r=  2  a, 


dx  dy 


ou 


y/i  —  lOLX'^  -\-  x^        nxsji  —  'i.'xy'^ -\- y'* 
(-f-j  (i  —  ioix^-hx'*)  —  m^(i  —  2aj2^_ j4)  =  o: 
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en  difTérentiant,  il  vient 


î^(,-2ocx5+^')+2^|^(:.=  -a^)-m^(j.^-i5 


maintenant  posons,  en  supposant  m  impair, 


o: 


r=Q. 


nous  aurons 


(.-...^h-.m[p^^-q°-]+^(-'— )pf +-^q^!p 


-)[Q^-(ir]-(-— )Q 


P  et  Q  sont  des  polynômes  premiers  entre  eux;  l'équation 
précédente  doit  donc  se  réduire  à  une  égalité  entre  deux 
polynômes  entiers  du  second  degré,  et  l'on  peut  ajouter  que 
ces  polynômes  sont  pairs.  En  faisante  =  o  et  ^  =  ce,  on  voit 
que  chacun  des  deux  membres  de  la  formule  précédente  est 
égal  à  m-x'^\  on  a  donc 

clx  ^ 

p 

Lorsque  m  est  pair,  on  peut  encore  poserjv'  =  >v  >  mais  alors 
P  ne  sera  plus  un  polynôme  entier,  mais  bien  le  produit  d'un 


polynôme  entier  par  le  radical  y  i  —  aa^^H-  x'*]  néanmoins 
un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous  venons  de  pré- 
senter prouve  que  Pet  Q  satisfont  aux  mêmes  équations  diffé- 
rentielles. 
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XXXIII.  —  Intégration  des  fonctions  doublement  périodiques. 

Les  fonctions  doublement  périodiques  sontintégrables  par 
les  fonctions  6.  Pour  le  démontrer,  considérons  une  fonction 
F(^)  aux  périodes  co  et  m;  soit  Ô  une  fonction,  telle  que 

(i)  ^  I  ^{x-{-rn)=  %(x)ef^^+^', 

\   arn  —  bto  =^  lin  y/ —  i . 

Si  l'on  considère  l'intégrale 

prise  le  long  d'un  parallélogramme  des  périodes  ayant  son 
origine  en  un  point  x^^  on  la  trouvera  égale  à 

27rv/—  l-4„  '\^{Xq-^  Z  —  X)  ^{^x^  +  TZ^  Z  —  X)\ 

-I-         ^ r  '"""^"^  F  (  -  )  re^(^o+tu  +  ^-;r)  _  6'  {x^-^z  —  x)-\  ^^ 

271 /—iX^  "    L0(^o4-OJ4-^— ^)        6(0^0  +  -—^)] 

Or  de  (i)  l'on  tire 

Q7a7-f-to)        e'(ip)  _ 

6'(;r4-T7T)            6'(^-)_;. 
C/  . 


l'intégrale  (2)  devient  alors 

—=   /  hY{^z)dz — .   /  aY{z)dz, 

quantité  indépendante  de  Xq  que  nous  appellerons  C.  D'un 
autre  côté,  l'intégrale  (2)  est  égale  à  la  somme  des  résidus 

de  F(^)  -  .    ^ — -.  Si  la  fonction  9  est  alors  choisie  du  premier 
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ordre  et  de  manière  à  s'annuler  pour  ^  =  ^,  le  résidu  relatif 
à  X  sera  F(^),  et  l'on  aura 

C=F(.)  +  ^((F(.)))|g5U. 

la  double  parenthèse  indiquant  que  le  résidu  est  relatif  aux 
seuls  infinis  de  la  fonction  F(5);  soit  a  un  infini  de  cette 


fonction,  on  aura,  en  supposant  F(5 


(^  — a)'^ 


G-F(^) 


^  P      cp(-5)      6'(^ 


O  (^  — a)'^   ^{z  —  x) 
ou 


formule  facilement  intégrable  par  rapport  à  x. 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  est  due  à  M.  Her- 
mite,  et  nous  allons  bientôt  en  faire  des  applications.  Disons 
toutefois  que  le  calcul  d'une  intégrale  peut  être  assez  simple 
en  lui-même,  pour  n'avoir  pas  besoin  de  recourir  au  procédé 
que  nous  venons  de  rapporter;  ainsi,  par  exemple,  on  a 


X^xix  dx  =■   j 


u  du 


v/(i  —  W'){i  —  k'^u'^) 


en  posant  sn^  =  w;  si  alors  on  prend  pour  variable  z  =  ii-^ 
on  trouve 

Idz 


J\      snx  dx  =   I        , 
Jo     v/i-(i 


et  l'intégration  s'effectue  sans  difficulté. 

XXXIV.  —  Cas  où  les  périodes  de  la  fonction  à  intégrer 
sont  2  K  et  2  K'  \/—i. 

Si  la  fonction  f{z)  a  pour  périodes  2K  et  2K'y/ —  i,  l'in- 
tégrale 
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prise  le  long  du  parallélogramme  des  périodes,  a  une  valeur 
constante  G,  et  cette  constante  est  égale  au  résidu 

OU,  en  appelant  7^,  ao,  ...  les  infinis  def(z), 

en  posant,  pour  abréger,  /(^)  ::=  o(3)(5  —  a)'',  n  désignant 
l'ordre  de  multiplicité  de  l'infini  a. 

On  voit  ainsi  que/(^)  est  développable  en  une  suite  de  la 
forme 

éminemment  propre  à  l'intégration  :  G,  A,  B,  ...  sont  des 
coefficients  à  déterminer;  quant  aux  coefficients  A,  ils  satis- 
font à  la  relation 

en  eff^et  2  A  est  le  résidu  de  f{z)  relatif  au  parallélogramme 
des  périodes. 

Si  la  fonction /avait  des  points  essentiels,  son  développe- 
ment se  ferait  d'une  manière  analogue,  mais  il  se  présenterait 
sous  la  forme  d'une  série  ;  pour  l'effectuer,  il  faudrait  se  don- 
ner la  nature  des  points  essentiels  (voir  §  28). 

XXXV.  —  De  l'intégrale  elliptique  de  seconde  espèce. 
L'intégrale  elliptique  de  seconde  espèce 


x'^dx 
ic  transforme  en 


J'      's>vi^xdx^ 
0 
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quand  on  y  remplace  x  par  sn^,  et  c'est  cette  intégrale  que 
nous  allons  étudier. 

Décomposons  à  cet  effet  sn-^  en  éléments  simples  par  la 

méthode  de  M.  Hermite.  Ses  périodes  étant  2K  et  2K'y/ —  i, 
on  posera 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  parallélogramme  des 
périodes,  et,  comme  H (5  —  x)  n'a  qu'un  zéro  x^  on  aura 

Or  on  a 

I     H(^) 

sn^^  n'a  qu'un  infini,  mais  il  est  double,  et  il  est  égal  àK'y/ —  i . 
En  changeant  x  en  Ky/ —  i  -{-  h  dans  la  formule  précédente, 
on  trouve 

/..    / •       ,\         I     Il(K'v/^-f-A)  I      &(h) 

s„(K/-,  + A)=  -.  -^^^^^^^  =  ^:  H(^; 

le  résidu  qui  entre  dans  la  formule  (i)  est  le  coefficient  de  j 
dans  le  développement  de 

sn2(Kv/— i  +  A)  ^ — ~=- ( 


ou  de 


_  2  e^/Q  \'e'(h  —  x)  _  Tty/^^l 

~  k  U\h)\_e{h  —  x)  2K     J 

j^     I     re'(h  —  x)      '^/— ^1 

k^  sn2/i  \_e(h  —  x)  2K~J  * 


or  la  limite  de  -j-  pour  h  =  o  étant  un,  le  résidu  cherché 

sera 

_i_  d^  &'(.t)  _  i_  e"(x)e'(x)  —  &'Hx) , 

/.•2    dx    e{x)    ~   F  02(^)  ' 
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on  aura  donc 

^  =  ^^'^+F^ 0H^) 

et,  pour  X  =  o, 

r-  1^^>1 

k^    02(o/ 

d'où  l'on  tire 

Si  l'on  intègre  et  si  l'on  pose 


Z{x)=   f    k'^sn^xdx, 


on  a  finalement  l'expression  que  Jacobi  appelle  l'intégrale  de 
seconde  espèce  Z(^),  à  savoir 

La  fonction  Z{x)  est  donc  monodrome  et  monogène  et 
s'exprime  au  moyen  de  la  fonction  6;  réciproquement  on 
peut  avoir  0  en  fonction  de  Z{x).  En  effet,  de  l'équation 
précédente  on  lire 

et,  par  suite, 

X^  0"(o)  .r2 

Z{x)clx  _     -ëT^T  0(^) 

~  0(o)' 


XXXVI.  —  Addition  des  fonctions  de  deuxième  espèce. 
On  a  trouve,  en  posant  ^  =  ^..    .? 


0Ho) 

0'(;r) 


clx  =  'C^x  — 


0(^, 


\  3  R  A  /? 

OF  THB 


^.IVERSITY 
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on  en  conclut 


CAU»-' 


0«H}^ 


Z(^— 7)  =  ^(^— 7)  — 


donc 


Z(^H-j)H-Z(a7  — 7)  — 2Z(:r)  =  2 


0'(.r)       0'(.r+7)       Q'{x  —  y) 


OU  bien 

^         r,,  ^  rj,     .  cl    ,        e(^+7)0(;r  — 7) 

Z(^+7)4-Z(^-X)-2Z(^)  =  -^log ^^ -l- 

Or  on  a  trouvé  (p.  269) 

)2(^)02(j)  —  H2(^)H2(jk)^ 


02(0) 


0(37+7)0(^—7) 

la  formule  précédente  devient  alors 

^  rj,  .  rj,         .  d        .  02(^)02(j)_H2(^)II2(^) 

Z(.+^)  +  Z(.-7)-.Z(.)  =  -^log 4^)02())  - 


OU  nous  avons  introduit  sous  le  sisrne  -^  la  constante  7~—\ 

^       dx  ^  (7  ) 

en  ayant  égard  aux  formules  qui  donnent  sn.r  (p.  262),  on  a 

Z(a7-i-7)H-Z(a7  — 7)  —  iZ{x)  =  —  —  log(i  —  k'^m'^xsn^y) 
ou,  finalement, 

Changeons  x  en  y  et  y  en  ^,  en  observant  que 

Zi-x)  =  -Z(x), 


on  a 


Z(;r+7)-Z(^-7)-2Z(7) 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV. 


ik^sn^x  sn7  cny  dny 
I  —  k'~sn^xsn^^y       ' 

19 
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en  combinant  cette  formule  avec  la  précédente,  il  vient 

k'^snx  ^r\y{?,x\y  cnxànx  -V-  ?>nx  àny  Q.r\y) 
"^  I  —  k^  sn2  X  sn^y 

OU  bien 

(i)  Z{x  -\-y)  =  Z{x)  H-  Z{y)  H-  k'^snxsx\.ysn{x  -hj). 

C'est  dans  cette  formule  que  consiste  le  théorème  de  l'addi- 
tion des  fonctions  de  seconde  espèce.  On  en  déduit,  en  chan- 
geant j  en  —  y, 

Z{x  — y)=  Z(a7)  —  Z{y)  —  k'^snx  snjK  sn{x  — y). 

Ces  formules,  comme  on  le  verra,  sont  susceptibles  d'une  in- 
terprétation géométrique  remarquable. 


XXXVII.  —  Intégrale  elliptique  de  troisième  espèce. 

L'intégrale  de  troisième  espèce,  que  l'on  peut  mettre  sous 
la  forme 

I  z-^  dz 


I 


prend  la  forme  suivante  quand  on  y  fait  ^  =  sn^etn  =:  A'sna; 


/ 


dx  pn^a: 


Pour  obtenir  sa  valeur,  nous  décomposerons 7- — r— 

en  éléments  simples;  à  cet  effet,  nous  poserons 

_    /•        I  dz?,r\^-z  Yi'{z  —  x) 

J    21^/^  I  — A:2sn2asn2^   YC{z  —  x)  ' 

la  fonction ji, — 7, ^—  ayant  pour  périodes  2  Ket  2  RV —  ï  > 

si  l'on  suppose  l'intégrale  prise  le  long  d'un  parallélogramme 
des  périodes,  la  quantité  C  sera  constante  et  l'on  aura,  en 
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observant  que  H(^  —  x)  s'annule  seulement  pour  z  =  x^ 
sn2:p  P  sn2^  Y{'{z  —  x) 


G  = 


I  —  k- sn'^ a  sxi' X       <^  ((i  —  A'^sn^a  sn^^))   IK^z —- x) 


Pour  évaluer  le  résidu  qui  figure  ici,  nous  commencerons 
par  résoudre  l'équation 

1  —  k^  sn^a  sn^xT  =  o, 
que  l'on  peut  écrire 

=  X:2sn2(^  +  KV^) 
ou 

on  lire  de  là  , 

sn a  =  dr  sn  (z  -h  K'  y/ —  i), 

d'où  l'on  conclut 

z  =  ±a  -hK'  \J  —  I  ; 

le  résidu  que  nous  cherchons  sera  alors 

ou,  au  signe  près, 

sn-2  (a  -I-  K'  v/^)  H'(a  -1-  K'  sj^^^  —  x) 


2A:2sn2acn(a  +  KV— Odn(«  +  K'v/— 0  H(a  4- K' /— i  —  ^) 

"^  2A2sn2acn(a  — KV— ^)dn(a  — KV^)    H(— a -t- K'/— ^— ^) 

OU  enfin 

I re'(a-  — ^)  _  0'(^  -f-  a)"]  _ 

2A:2snacnadna  L  0(^  —  a)        0(^7 -{-  a)J  ^ 

on  en  conclut 


—  /c^  sn-a  sn'^^r      sA^s 


I  r &{x  —  a)  _  Q'{x-^  a)\ 

na  cna  dna  L  6(37  —  a)        e(^-+-  a)J 
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Pour  ^  =  o,  on  trouve 

&{a)  I 


G 


6 (a)   2/:^snacnadna' 
on  en  conclut 

aÂr^snacnadnocsn^a?  _  &{x  —  a)       &{x-\-a)  0'(a) 

i_A-2sn2asn2^        ~  &{x  —  a)  ~  Q{x  ^  a)  "^  ^  0(a) 

et,  par  suite, 

r^  A^snacnadnasn^a?        _  ^0'(a)       j^ ,   ^6(^  — «) 
J^         i  —  k^sn^asii^x         ^  ~    0(a)    "^  ^   ^^  0(a7  +  a) * 

On  voit,  en  résumé,  que  toutes  les  fonctions  elliptiques  dé- 
pendent d'une  seule  et  même  fonction  6. 
Si  l'on  pose,  avec  Jacobi, 

r^/r^sna  cna  dna  sn2^    . 
(i)  W{x,a)=   \      jz — — - — r ■  dx, 

la  formule  précédente  s'écrira 

„  ,         ,       x&{a)       ,  ,      Q{x  —  a) 

et,  en  changeant  .r  en  a  et  a  en  .r, 

„,         ,       a&(x)        .  ,      Q(a  —  x) 
^    '     ^         (d{x)         -      ^0(a  +  x/ 

en  soustrayant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  a 

X       „,         ,       xQ'{a)        a&(x) 
^    '     ^  V    ?     /         0(a)  Q{x) 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

Xl{x,a)  —  Jl{a,  x)  =  xZ{a)  —  aZ{x). 

C'est  dans  ces  dernières  égalités  que  consiste  ce  que  l'on 
appelle  V échange  du  paramètre  et  de  V argument. 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  (i)  par  a  et  si  l'on  fait 
a=^o,  on  trouve 
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c'est-à-dire 

lim— =  Z(x). 

a 

La  formule  (2)  donne  alors  la  formule  du  paragraphe  pré- 
cédent 

e'ix) 


Z{x)  —  X^x-\-\  \o{ 


0(^) 


XXXVIII.  —  Intégrales  complètes. 

Les  quantités 

J=    r    /v:2sn2^f/^  =  Z(Kj, 

K-HK  y/^ 
K 


J^  K-HK  yZ-l  

'  k'-sn'^xdx  =  Z(K+KV— 0— Z(K) 

K 


s'appellent  les  intégrales  complètes  de  seconde  espèce;  si, 
dans  la  formule 

on  fait  ^  =  K,  on  a 

{a)  J  =  ^K; 

si,  dans  la  même  formule,  on  fait  .r  =  K  H-  K\/ —  i,  on  a 

(é)       j-^jV^=ç(KH-KV=T)-?^f^^t|;^; 

e  (  K  H-  K'  /—  I  ) 

or 
d'où 

e^(:rH-KV^)  _  W{x)        izs/^^i 


0(^  +  KV— 1)       ^^(^)  '^^ 
et,  en  faisant  ^  =  K, 

0-(K  +  K^v/ir7)  _  H^(K)  -v/~ 

0(K  +  K'v/=T)~  H(K)  2K 
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Donc  (b)  donne 

T  ^^    I y/Tz  T/-r    / \  H'(K)  71 /—  I 

J  +  J  /^  =  ;(K  +  kV- .  )  -  ij^^K)  + -Ï-R- 
et,  en  vertu  de  (a), 

Mais,  si  l'on  forme  la  dérivée  de  H(^)  et  que  l'on  y  fasse 
^  =  R,  on  trouve  H'(R)  =  o ;  donc 

OU 

si  l'on  rapproche  cette  équation  de  (a)  et  si  l'on  élimine  Ç,  on  a 
(3)  ,rK-K'J  =  -, 

2 

relation  remarquable  entre  les  intégrales  complètes. 
Il  est  facile  de  voir  d'ailleurs  que 

Z(^+2K)=  Z(;r)-|-2J, 

Z(^  -+-  2K'  sj^^i)  =  Z{x)  +  2  J' v/^^. 
Si,  dans  l'équation 

11(^7,  a) —  n(<2,  x)  =  aZ{x)  —  ^Z(a), 

on  fait  ;r=:Ret^  =  R  +  R'y/ —  i ,  en  posant  n(K,  a)  =  U, 
n(RH-K'y  —  i,a)  —  n(R,  a)  =  n\/—  I  et  en  observant  que 

n(a,  K)  =  o         et        n(«,  K  +  kV^^)  =  o, 
on  a 

n  =  n(K,  a)  =  aJ  — KZ(a), 

y/^n' =  a  JV^T— K'Z(a)  v/^  ; 

en  combinant  ces  équations  de  manière  à  éliminer  Z(a),  on 
trouve,  en  vertu  de  (3), 

2 
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XXXIX.  —  Les  fonctions  Al  de  Weierstrass. 
Reprenons  la  formule 


on  en  tire 


et 


r 


Z{x)dx  =  11, lof 


X 


Z{x]dx 


1         ^e(o) 


-^^6(0.) 


0(o) 

C'est  cette  fonction  que  M.  Weierstrass  désigne  par  Al  (.r^ 
il  pose 


0(0) 


on  a  alors 


e(o)  ^^t 
Hi(^)    /^ 
6(0)  V    f^' 

k\^x  =  Al:r  dn^       =  e~^^  |^  /^' ; 


Al2^  =  Al:r  cn^ 


Alfir  =  AP-^r, 


A1|^^-/:2A1|^==  A12^. 

Les  fonctions  Al  ne  sont  plus  périodiques,  mais  elles  appar- 
tiennent encore  à  la  classe  des  fonctions  auxiliaires  ou  fonc- 
tions thêta.  Les  formules  relatives  aux  fonctions  B  donnent 

Al  (a;  +  2K)  =  Al  :r  e-2J(x+K)^ 
Ali(a;  +  2K)=  —  Ali^6-2J(^+K)^ 
A\2{x -\- 2K)  =  —  Ahx  e-2J(^+K)^ 
Al3(^  +  2K)  =       Xhx  e-2J(^+»^), 

Al  (a7  +  2K'v/^^)  =  —  Al  a7e-2JV^(-^+KV=^), 
Ali  (x  +  2KV^^)  =  —  Ali^e  -2JV^U+RV=T), 
Al2(a7  -{-  2K'v/^)  =  Al2a7e-2JV^U+KV=T), 
Al3(^-+-  2K'v/^^)=       Al3^e-2J'v/=ï(-r+K'v/=^) 
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XL.  —  Utilité  des  fonctions  Al  pour  le  développement 
en  série. 

Les  fonctions©  sont  développables  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x,  mais  ces  fonctions  sont 
loin  de  se  développer  aussi  facilement  que  les  fonctions  Al, 
dans  le  développement  desquelles  le  module  entre  sous  forme 
entière.  Pour  effectuer  le  développement  des  fonctions  Al,  on 
part  d'équations  linéaires  que  nous  allons  d'abord  établir. 

On  a  trouvé 


0 
donc 


4-/^2sn2^=   Ç; 


si,  dans  cette  formule,  on  remplace  œ  par  ^  -|-  K, 

£c  +  K'  /—  I ,        a?  +  K  -f-  K'  /—  I , 
on  a  les  formules  suivantes  : 

dx'^ 

d^\ogE(x)    ^       __f_  ^ 

dx-  ~^       sn2^         ' 

dnogeiix)  cn^a^  _ 


dx^  dn2^ 

dnogHi(x)  dn2^ 


C. 


dx^  cn^x 

En  introduisant  alors  les  fonctions  Al,  on  a 
d^A\        /dAlV 


(a) 


,,     6^2  Ali  /^AIi\2 


\        ^    dx^         \  dx 
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Ces  équations  du  second  ordre  sont  éminemment  propres  au 
développement  en  série  par  la  formule  de  Taylor,  car  on  peut 
en  déduire  les  dérivées  successives  des  Al;  nous  n'effectue- 
rons pas  ce  développement,  nous  ferons  seulement  observer 
que  les  coefficients  du  développement  sont  des  polynômes 
entiers  en  A^  (p.  127). 

Si,  entre  l'équation 

ou 

— -r^ h/î2sn2:r=:o 

da;^ 

et 

sn'2^  =  ([  —  sn2a7)(i  —  k^sn^x), 

on  élimine  sn^,  on  aura 

u  désignant  logAl(^).  En  faisant  -r—^  =  v,  on  a 


^=2vv/(i  +  v2)(i  +  /:2v2), 


.1  .         c  •  d^  loofAl;  •    P  ,  ,  • 

et  les  quatre  lonctions  — -j^^ — -  satisiont  a  cette  équation, 


XLI.  —  Équations  aux  dérivées  partielles. 
On  a 

"K  X                               Q,  TZ  X 
e(x)=  l  —  iq  COS-rr    +  27'^COS— — .  .  . 

,        .  ,        mzx 

+  ( — l)«2</r"    COS— ^^ h...; 

on  en  conclut 


dx  K   ^         K  K  ^  K 


-'  =HkJ  ?'="=-K  -H"K  j  y»cos-j^+... 
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D'un  autre  côté,  on  a 

q    — -  =  —  2<7  COS-rr-  +  2.4<7^COS— ;-; .  .  . 

^  ùq  ^  K  K 

/         .    'îzx  ,       .    iTzx        \  T^qx  dK 

il  en  résulte 

de  /7r\2  ^20        qx  dK  dQ  ^ 


^  ôq  VK/      dx'^  K     ôq  dx- 

si  l'on  remplace  0  par  Al,  on  trouve  alors 

-——  4-  ik^z h  ikk^  —7-  4-  k^z^  Al  =  o. 

dx'^  ôx  ôk 

On  arrive  d'une  façon  analogue  à  des  équations  difïerentielles 
pour  Ali,  AI2,  AI3,  ne  différant  de  celles-ci  que  par  le  der- 
nier terme  qui,  au  lieu  d'être  A-^^'^Al,  est 

(A^'2  _^  /c2^2)  Ali,        (l  +  >^2^2)Al2,       (/v2  -|-  /c2^2)  AI3. 
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FONCTIONS   MODULAIRES. 


I.  —  Équations  différentielles  entre  les  périodes. 


Désignons  par  A  le  radical  ^(i  —  ^'){^  —  k'-x-)  et  posons 
'dx  rx^-dx 


rdx  Ci 


les  intégrales  étant  prises  le  long  d'un  contour  fermé  conte- 
nant deux  des  zéros  de  A,  on  aura 


du 

dk 


(■)  ■  d.     .  rd.      .'. 


i  _  rdx        x"' 

':  ~  V   "a"   v  —  k^x-^' 

dv  _  rdx        x'* 

dk~  ^J  1  i  —  k'x-'' 

De  l'équation  identique 

d     Xil  —  X-^)  J  —  X'^  A^'2^2 


dx  i^  A  (I  — /c^a?^)^ 

en  vertu  de  (i),  on  tire,  en  intégrant, 


,    ,  A'2  du 


d'ailleurs  on  a,  en  vertu  de  (i), 


^^)  Ê-^^â=^^- 


'V 
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Ces  formules  (2)  et  (3)  conduisent  aux  équations  du  second 
ordre 


(4) 


^[(/.-/.)g-.„  =  o, 


(5)  s[(^-'-''^)S]-^^-"'=- 

Les  équations  (4)  et  (5)  sont  satisfaites  quand  on  remplace  u 
par  une  période  quelconque  de  l'intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce,  et  ç  par  une  période  de  l'intégrale  de  seconde 
espèce.  Ainsi,  par  exemple,  A  et  B  désignant  deux  constantes 
arbitraires,  AR  -\-  BK'  sera  l'intégrale  générale  de  (4). 
Reprenons  l'équation  (3)  et  écrivons-la  ainsi 

du        k    .  . 

si  l'on  pose  successivement  dans  cette  formule 


r'x^dx  r        ,       r  J 

=    /     — i —  =    /      sn^x  dx  =  -1- 


u  =  K 


et 


sn'^xdx  = 


rx^-dx       r 

u  =  / —  I , 


on  aura 

dK 

dk 


z        /i:'2V  /^V 

dk  ~  yA      1^- 


et,  en  remplaçant  J  et  J'  par  leurs  valeurs  (a)  et  {h)  (p.  294), 


Ik 


dK'        k   /^„      ^  K' 


dk        A'2\  ^A'2       2KA2 
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l'élimination  de  ^  entre  ces  deux  formules  fournit  la  relation 
très  importante  .^ 

K'^K  — K^K'         K 

(^>  Tk =  M^' 

dont  nous  aurons  bientôt  l'occasion  de  nous  servir. 


II.  —  Définition  et  propriétés  des  fonctions  modulaires. 

Nous  avons  trouvé  (p.  sSg)  entre  les  modules  et  les  périodes 
les  relations 

(I)        )^'~ei(0)  "6,(0)  (14-^)2(1  +  ^3)2(1+^5)2... 

1  ^    (1-^)2(1  _^3)2(^_^5)2... 

(  (l  +  ^)2(,+^3)2(i+^5)2...' 

(      m-    Q(^)    =    ^^^^    =    (T-ry)2(l-y3)2(i_^5)2... 
[  (,+^)2(i  +  p3)2(,+^5)2... 

K' 

D'ailleurs,  si  l'on  fait  -—  =  0  et  si  l'on  pose 

1  v/2g«(l  +  ^^)(l-4-^^)(l+^6)... 

(3)  '^'^  (l  +  ^)(H-^3)(i  +  ^o)... 

^(I  -/))(!  -7>3)(i_p5)... 
(l-|-/?)(I+/>3)(i+^5)...' 

^^'^  (l  +  ^)(l+g3)(,  +  ^5)... 

^/27^^(i+/>^)(i+/^^)(t+/.6)... 

(H-7?)(H-p3)(n_^o)... 

on  aura 

A-2   =   Cp8(p)  et  A-'2=^8(p); 

il  ne  faut  pas  d'ailleurs  oublier  que 

_    K'  _   'i        _IE 

(5)  q^e   ^1^  =  6-7^?,        /?  =  e   ^î'^'=e     ? 
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Les  fonctions  (^  et  ^  sont  ce  que  l'on  appelle  les  fonctions 
modulaires.  Elles  ont  été  étudiées  par  M.  îiermïle  (Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  i858).  Liouville  s'était 
occupé,  dès  1840,  des  fonctions  K  et  K^  considérées  comme 
fonctions  de  k-  (Comptes  rendus  de  VA  cadémie  des  Sciences, 
1840;  reproduit  dans  son  Journal,  même  année);  il  a  prouvé 
que  ces  fonctions  ne  sauraient  être  réductibles  aux  fonctions 
algébriques. 

Première  propriété.  —  Les  fonctions  modulaires  sont 
monodromes  et  mono  gènes  dans  toute  U  étendue  du  demi- 
plan  situé  à  droite  de  Vaxe  des  y]  elles  ne  sont  pas  définies 
pour  les  valeurs  de  p  situées  à  gauche  de  cet  axe;  le  point 
à  l'infini  est  un  point  essentiel. 

C'est  ce  c[ui  résulte  de  leur  définition  même  par  les  équa- 
tions (3)  et  (4). 

Deuxième  PROPRIÉTÉ.  —  Si  l'on  écrit  les  formules  (3)  et  (4) 
en  mettant  à  la  place  àe  p  et  q  leurs  valeurs  (5),  on  voit  que 
l'on  a 

Troisième  propriété.  —  On  a  évidemment  aussi 

et,  par  conséquent, 

il  en  résulte  que  ^(^)  se  reproduit  au  facteur  e  *  près, 
quand  on  change  p  e/i  p  -f-  2  y/ —  i  :  donc  o^(p)apour  pé- 
riode 1  ^' —  I . 

Quatrième  propriété.  —  On  a 
donc  ^(p)  a  pour  période  2  y/ —  i . 
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Cinquième  PROPRIÉTÉ.  —  Quand  on  remplace  dans  le  calcul 
de  k  les  périodes  4K  et  aR'y/ —  i  par  d'autres  périodes  ellip- 
tiques, k  conserve  la  même  valeur^  donc,  quand  on  pose 

in  -^( 9.n' -^i)o  y/ —  i 


on  a 


2  7?Z  -h  I  -T-  2  w' p  y/—  I 


III.  —  Fonctions  modulaires  inverses. 

Nous  poserons 

(p8(p)=a7, 

et  nous  en  déduirons 

p  =  in(x). 

Voici  maintenant  quelles  vont  être  les  propriétés  de  cette 

K' 
fonction  m(œ).  Cette  fonction  est  égale  sl-^j  K'  et  K  étant 

donnés  par  les  formules 


dz 


V/(I-^2)(,_^2A^2) 

ds 


où  k-  =  X, 

K  et  K^  sont  des  fonctions  synectiques  de  A  -  =:  x  quand  le 
point  X  n'est  pas  contenu  dans  un  contour  fermé  renfermant 

l'un  des  points  o,  i.  Il  en  est  de  même  de  -jj  =  tît(^). 

Examinons  ce  qui  se  passe  autour  du  point  o.  On  peut 
développer  R  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  A-, 
et  l'on  a 

— [-G)''-(^r"-l 
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mais  l'équation  (6)  du  §  I,  à  savoir 

K'dK  —  KdK'         TT 
^^^  dk ^Â^' 

divisée  par  la  précédente  élevée  au  carré,  donne 

--dîT  ""  -d~k  =  ^w:^W)V--\-^)'""-'-\ 

do 
Il  en  résulte  que  -~-  est  développable  sous  la  forme 


dk 

V/c  +  B/cS 


— 

do 

dk  ~ 

-'Ji 

-+-AA: 

et 

que  l'on 

a 

•pH-po  = 

iH.- 

.fi- 

•2 

4 

■•) 


j^  lio  B  ^ 

"  1  4       ' 

A'o,  po?  A,  B,  ...  désignant  des  constantes.  On  voit  que 

—  Tn(:r)-l-T37(.27o)=   —  lofç h  A h.  .  . 

^      ^  ^  .        2  71         "^  a?o  2 

et,  par  conséquent,  7rf(^)  prend  autour  du  point  o  une  infi- 
nité de  valeurs  qui  se  permutent  les  unes   dans  les  autres 

comme  les  valeurs  de  —  —  loar  — 

ITi         ^Xq 

Pour  voir  comment  se  comporte  la  fonction  T^5[x)  dans  le 
voisinage  du  point  ^  =  i ,  on  développera  K'  suivant  les  puis- 
sances de  k\  et  l'on  aura 


.<-.[.*(;)•'-..] 


et,  en  faisant  usage  de  la  formule  (A.)  déjà  employée  tout  à 


l'heure,  on  trouve 


cl'' 


dk 
ou 

~~dk 
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et,  en  inlégrant, 

7Z  ho  'A 


OU 


Tn{x)—  w{xo)—  ^ —  log 


'lit  I  Xq 


et  TJ5[x)  se  comporte  dans  le  voisinage  du  point  i   comme  la 

fonction loc, '—  • 

En  dehors  de  ces  points  o,  i,  oc,  qui  sont  les  seuls  points 
critiques  de  nj(^),  cette  fonction  n'est  jamais  nulle  ni  infinie  ; 
il  faudrait  en  effet,  pour  qu'il  en  fût  ainsi,  que  l'on  eût  K  ou 
K'=  o,  car  ni  K  ni  YJ  ne  sont  jamais  infinis,  mais 

sn(^  -I-  2K)  =  —  sna7, 

quel  que  soit^  :  donc  K  ne  saurait  être  nul;  pour  une  raison 
analog"ue,  R'  ne  peut  pas  s'annuler:  donc  nT(^)=  -p  ne  peut 
s'annuler  non  plus.  c.  q.  f.  d. 

IV.  —  Théorème  de  M.  Picard. 

TnÉORiiME  I.  —  Soit  G(x)  une  fonction  synectique  dans 
toute  retendue  du  plan,  mais  possédant  un  point  essentiel 
à  V infini;  si  a  et  b  sont  des  nombres  tels  qu'il  n'existe  pas 
de  valeur  finie  de  x^  telle  que  Von  ait  G(.r)^=  a,  G(^)=  6, 
la  fonction  G(^)  se  réduira  à  une  constante. 

On  peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  a  =  o,  6  =  i  ; 
car,  si/(x)  est  une  fonction  qui  ne  passe  ni  par  la  valeur  a 

ni  par  la  \aleur  ^,  il  existera  une  fonction  G(.r)=r  -'^     

qui  ne  passera  ni  par  la  valeur  o  ni  par  la  valeur  i  pour  des 
valeurs  finies  de  x.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  démontrer 
que,  si  une  fonction  G(^)  ne  passe  ni  parla  valeur  o  ni  par 
la  valeur  i,  elle  est  constante. 

A  cet  effet,  considérons  la  fonction  nT[G(^)],  7ït(^)  dési- 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV,  20 
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gnant  la  fonction  modulaire  inverse  étudiée  au  paragraphe 
précédent.  Cette  fonction  7ît[G(^)]  est  monodrome;  en  effet, 
G(^)  ne  devient  jamais  égale  à  o  ou  i .  Alors,  quand  le  point  x 
décrit  un  contour  fermé  C,  le  point  nj[G(^)]  décrit  un  con- 
tour correspondant  G';  si  l'on  suppose  que  le  contour  G  se 
déforme  et  devienne  infiniment  petit,  le  contour  G'  se  déforme 
aussi  sans  jamais  franchir  les  points  o,  i  et  devient  lui-même 
infiniment  petit.  Les  valeurs  initiale  et  finale  de  G(^)  et  de 
Tij[G(^)]  sont  restées  les  mêmes,  et  comme,  en  dernier  lieu, 
elles  sont  infiniment  peu  diff'érentes,  il  faut  qu'elles  soient 
restées  les  mêmes  :  le  contour  G'  est  donc  fermé,  et  la  fonc- 
tion m[G(^)]  est  monodrome  dans  toute  l'étendue  du  plan. 
Mais  la  fonction  ^"^^^'-^'^  est  sjnectique  dans  toute  l'étendue 
du  plan  ;  comme  c5[G(.r)],  elle  a  un  module  toujours  inférieur 
à  un,  puisque  la  fonction  tu  a  sa  partie  réelle  positive;  donc 
g-CT[G(jr)]^  ayant  un  module  toujours  inférieur  à  une  quantité 
finie,  est  une  constante;  donc  to[G(^)]  est  une  constante, 
donc  enfin  G(^)  se  réduit  aussi  à  une  constante. 

c.     Q.     F.     D. 

Théorème  II.  —  Soit  f[x)  une  fonction  qui  n'a  d'autres 
points  singuliers  à  distance  finie  cjue  des  pôles  et  cjui  est 
d'ailleurs  toujours  monodrome  et  monogène  :  il  ne  peut  y 
avoir  plus  de  deux  valeurs  finies  a  et  b  que  f{x)  ne  puisse 
prendre  pour  des  valeurs  finies  de  x. 

Si  la  fonction  y  n'a  que  des  pôles,  elle  peut  se  mettre  sous 

la   forme    f(x)=^  -^^^ — -y   G,  et  Go  désignant  des  fonctions 

synectiques  dans   toute  l'étendue  du  plan  (t.  III,  p.  3^1); 

or,  /{x)  ne  passant  ni  par  la  valeur  a  ni  par  la  valeur  b,  on 

n'aura  jamais 

Gi  —  a G2  =  o,         Gi  —  6  G2  =  o  : 

donc  on  peut  poser 

Gi-aG2=ei\         G,  -  6  G.  =  eQ, 
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P   et   Q    désignant   des'  fonctions    synectiques    dans    toute 
l'étendue  du  plan  ;  par  suite, 

be^  —  aeM  ^         e^  —  eQ 

o  —  a  b  —  a 

et 


f(^) 


e^'  —  e^ 

Je  dis  maintenant  que  l'on  peut  satisfaire  à  l'équation 
be^  —  aeM  ^   ^^       a  —  c 

c'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre  f{^)  égal  à  c.  Gomme  a, 

b,  c  sont  des  nombres  différents,  ,  n'est  ni  nul  ni  infini  ; 

'  ^  b  —  c  ' 

en  le  désignant  par  A,  l'équation  précédente  donne 

P  —  Q  =  logA  -f-  2  W7Z  / —  I  . 

Or  la  fonction  P  —  Q  n'a  qu'un  point  critique  au  plus  et  à 
l'infini,  il  n'y  a  qu'une  valeur  qu'elle  ne  puisse  prendre;  elle 
pourra  donc  prendre  l'une  des  valeurs  de  logA  +  2  niTz  y^ —  i 
à  moins  d'être  constante,  mais  alors  la  fonction  f{x)  elle- 
même  serait  une  constante  ;  clone,  etc.  c.   Q.   F.   D. 

Ces  deux  théorèmes  ont  été  démontrés  par  M.  Picard 
[Annales  de  V Ecole  Normale,  2^  série,  t.  IX;  1880)  qui 
leur  a  donné  une  certaine  extension.  Il  serait  bien  à  désirer 
que  l'on  affranchît  leur  démonstration  de  la  considération 
des  fonctions  elliptiques. 

V.  —  Sur  le  problème  de  la  transformation. 

Le  problème  de  la  transformation,  tel  que  l'a  posé  Jacobi 
dans  les  Funclamenla  nova,  semble  surtout  avoir  pour  but 
la  simplification  des  intégrales  elliptiques  et  leur  réduction 
aux  types  définitifs,  canoniques,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi; 
mais  le  problème  de  la  transformation  conduit  à  l'étude  des 
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fonctions  elliptiques,  considérées  comme  fonctions  du  mo- 
dule. 

Nous  restreindrons  le  problème  de  la  transformation  au  cas 
particulier  que  voici  : 

Etant  donnée  V équation  différentielle 
dx  _  dy 

trouver  dans  quels  cas  y  peut  être  fonction  algébrique 
de  X  et,  quand  y  est  fonction  algébrique  dex^  déterminer 
cette  fonction. 

C'est  A-bel  qui  a  posé  la  question  en  ces  termes  et  qui  a 
donné  en  même  temps  les  moyens  de  la  résoudre;  Jacobi 
supposait  seulement,  comme  on  se  le  rappelle,  y  fonction 
rationnelle  de  x.  Si  nous  désignons,  pour  abréger,  par  A(^,  A") 
le  radical  y/(i  —  ^")(i  —  k-x^)^  l'équation  (i)  donnera,  en 
appelant  a  une  constante  et  en  égalant  chacun  de  ses  deux 
membres  à  dz^ 

dy  a 


r""      dx       _    r^ 

Jo      A(^,  k)  ~  J^      gy 


d'où  l'on  tire 

Le  problème  de  la  transformation,  tel  qu'il  a  été  posé  par 
Abel,  peut  donc  s'énoncer  ainsi  : 

Étant  donné  un  module  A-,  déterminer  un  nouveau  mo- 
dule k^ ,  tel  que  sn(^i  z  -\-  a,  k^  )  soit  lié  à  sn(s,  k)  au  moyen 
d'une  équation  algébrique. 

Nous  nous  occuperons  seulement  du  cas  oùsn(«,^  +  a,  kC) 
peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  sn(^,  k) 
ou  suz,  auquel  nous  adjoindrons  cn^  et  ànz. 

Ainsi,  en  définitive,  le  problème  de  la  transformation  pour 
nous  va  consister  à  : 

Calculer  sn{giZ,  ki),  cn(giZ^  ki),  dn(g^z,  k^),  en  fonc- 
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tion  rationnelle  de  sn(;:,  A),  cn(:3,  A),  dn(^,  A"),  toutes  les 
fois  que  ce  sera  possible,  et  à  déterminer  les  cas  dans  les- 
quels la  solution  est  possible. 

VI,  —  Réduction  du  problème. 

Désignons  par  4K.  et  4K.V —  ^  ^^  système  de  périodes 
elliptiques  (p.  262)  commun  aux  trois  fonctions  sn(^,  A), 

cn(^,  A-),  dn(^,  A"),  et  par  4^1?  \^k\/—^  "û  système  de 
périodes  elliptiques  commun  aux  trois  fonctions  ?>^{g\  ^,  A:,  ), 
cn(^^^,  A",),  àn{g^x,  k^).  Les  dernières  fonctions  devant 
s'exprimer  rationnellement  au  moyen  des  premières,  il  faudra 
que  l'on  ait,  a,  b,  a' ,  b'  désignant  des  entiers, 

K'  /^  =  a'  Kl  -f-  b'  K'i  s/^^i, 

et,  si  l'on  suppose  les  parties  réelles  des  rapports  ^ ,  ~  posi- 
tives, 

ab' —  ba'  =  0 
sera  positif. 

Pour  résoudre  le  problème  de  la  transformation,  nous  le 
décomposerons  en  d'autres  plus  simples. 

Soient  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  6,  et  —  =  a, 

—  z=  [3;  soient  a'  et  ^'  deux  entiers  satisfaisant  à 


Posons 

a?'-,3a'=i. 

K2=aKi+?K', 

K'2  v^-i  =a'K,H-|B'K; 

on  en  déduira 

Kl  =  |3'K2  —  pKg  ' 

K'i  \/— 1  =  —  a'Ka+aJK 

et,  par  conséquent, 

K  =  DKo, 

KV-I: 

=  {a^'-b'y!)K.^{7.b' 

aK'2/— I 


3a')K2  /— 
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Il  résulte  de  là  que  l'on  pourra  effectuer  la  transformation 
en  plusieurs  fois  et  passer  successivement  des  fonctions  aux 
périodes  4Ki?  4K'^\/ — i  aux  fonctions  ayant  pour  périodes 
4K2,  4K'2\/ —  '  '  •  •  •  '  ^^^^  fonctions  ayant  pour  périodes  4K, 
4KV —  *?  ^^^  périodes  étant  liées  les  unes  aux  autres  par  les 
relations 


(  K,  =  aK]-+-BKiv/— I, 

(  K'g/— i-a'Ki  +  ^'Kiv/— I, 
(  K3  =  K2, 


(2) 
(3) 
(4) 


K'3  /—  1  =  K'2  v/—  I  (aZ>'—  ^a'), 
K4  =  K3, 

K;  v/^  =  (a'S'—  6'a')K3  -\-  K'3  s/^^i, 
K  =  DK2, 

kV=7=k',v/=^. 


Les  modules  des  substitutions  (i)  et  (3)  sont  égaux  à  un; 
quant  aux  substitutions  (2)  et  (4)j  elles  s'effectuent  en  con- 
servant une  période  et  en  divisant  l'autre  par  un  entier;  nous 
voilà  donc  ramenés  à  étudier  deux  espèces  de  transformations  : 
1  ^  celles  pour  lesquelles  la  substitution  entre  les  périodes  est 
unimodulaire;  2°  celles  dans  lesquelles  on  divise  l'une  des 
périodes  par  un  nombre  entier,  et  même  par  un  entier  pre- 
mier; car  celles-là  peuvent  s'effectuer  au  moyen  de  plusieurs 
autres  dans  lesquelles  on  divise  successivement  la  même 
période  par  des  nombres  premiers. 


VII.  —  Transformations  fournies  par  des  substitutions 
unimodulaires  entre  les  périodes. 

Les  transformations  que  nous  allons  étudier  correspondent 
à  des  relations  de  la  forme 


K  =  aKi-i-[BK;v/-i, 

KV^=  a'Ki+^'Ki/^, 
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entre  les  périodes,  avec  la  relation 


3x1 


[3a'=i. 


JNous  les  partagerons  en  six  classes,  d'après  les  restes  de  la 
division  de  a,  jB,  a',  '^'  par  2  compatibles  avec  la  condition 
a[3'— Pa'=i,  qui  exige  que,  si  l'un  des  nombres  a,  ^'  est 
divisible  par  2,  aucun  des  nombres  p,  ol'  ne  le  soit  et  vice 
versa  : 


jlC 

classe 

'l" 

» 

y 

» 

4'' 

)) 

5« 

)) 

6' 

» 

a  H=  I , 

P^o, 

«'e^O, 

P'-^i; 

a  s=  I, 

P-o, 

a'  :r-  1 , 

P'-i; 

a  =  1, 

^-I, 

a'  =;0, 

?■--!; 

a  =  i, 

^-I, 

a'=i, 

P'-o; 

a  h:so, 

P-I. 

a'^  I, 

P'-i; 

a  =0, 

^I, 

a'HEs  I, 

P-o; 

le  signe  ^  représentant  une  égalité  dans  laquelle  on  a  négligé 
les  multiples  de  2. 

Or  je  dis  que  toutes  ces  transformations  se  ramènent  à  la 
première  classe;  si,  en  effet,  après  avoir  effectué  une  transfor- 
mation de  première  classe 


(I) 


K2  =  aKiH-pK'iv/-i, 


on  effectue  la  nouvelle  transformation 

K  =  Ko, 

K  y/ — I  =  K^  v^— I  -+-  K2, 
on  aura 


(A) 


K  =  aKi^  [3K'iV^— 1, 


les  nouvelles  valeurs  des  coeflicients  sont,  en  négligeant  les 

multiples  de  2, 

I,         o,         I,         i; 

la  transformation  (A)  est  donc  de  seconde  classe.  On  verra 
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de  même  que,  si  l'on  effectue  une  transformation  de  première 
classe,  puis  la  transformation 

K  =  K2-f-K'2/=7, 

on  obtiendra  une  transformation  de  troisième  classe. 

Après  avoir  effectué  une  transformation  de  première,  de 
seconde  ou  de  troisième  classe,  il  suffît  de  faire 

k=k;v/=7, 

pour  obtenir  respectivement  une  transformation  de  sixième, 
de  quatrième  ou  de  cinquième  classe. 

Ainsi  toutes  les  transformations  possibles  se  ramènent  : 

1°  A  des  transformations  de  la  forme 

K  =(  2  m  -h  I  )  Kl  -H  2  71  K 1  \J —  I , 

K V^  =  2  7?l' Kl -+- (  2 /l' +  I )  K\  /^' , 

m-\-  n  étant  divisible  par  4,  afin  que  l'on  ait 

(2/7Z -h  l)(2n'-+- l)  —  4/Z/7l'=  £ 

K'        K' 

et  que  les  rapports  -ff  et  -^^  soient  positifs  ; 

2^  A  des  transformations  de  la  forme 

K  =  Ki4-K'is/^     ou     =K„ 
KV^  =  K'iv/^  ou     =Ki-hK;v/^; 

3''  A  des  transformations  de  la  forme 

K  =  K'i  v/=7, 
KV=^=Ki; 

4°  A  des  transformations  dans  lesquelles  on  multiplie  une 
seule  période  par  un  nombre  premier. 
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VIII.  ~  Méthode  générale  pour  effectuer  les  transformations 
précédentes. 

Considérons  une  transformation  quelconque  représentée 
par  la  substitution  unimodulaire 


aîB'— pa''=i 


Appelons  6',  H',  B', ,  H',  ce  que  deviennent  les  fonctions  0, 
H,  0,,  ï{^  quand  on  remplace  les  périodes  4^.  et  4^'^/ —  i 
par  4K.,  et  /\¥^\  y/ — i  ;  les  premières  fonctions  ont  les  mêmes 
zéros  que  les  secondes.  Ainsi  6'  a  les  mêmes  zéros  que  l'une 
des  fonctions  0,  H,  0<,  H<  :  donc  ces  fonctions,  à  l'ordre 
près,  sont  égales  deux  à  deux,  à  un  facteur  exponentiel  près  de 
la  forme  (p.  233) 

gAx!-i-B,r+C 

A,  B,  G  désignant  des  constantes.  Supposons,  par  exemple, 

les  fonctions  0'^  et  H  sont  paires  ou  impaires  :  donc  elles 
doivent  être  toutes  deux  de  même  parité  et  B  doit  être  nul. 
Ainsi 

(A)  0'i(.r)=  H(^)eAa:-=+C; 

donc,  en  augmentant  x  de  la  période  /\Kj 


mais 


0'i  (^  -h  4  a  Kl  -i-  4  p  K;  v/—  I  )  =  e'i  (^  ^-  4  [3  kV-  I  ) 
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donc  l'équation  précédente  devient 
et,  en  tenant  compte  de  (A), 


— j^- U+Klv'-l^  _  g8AKx4-16AKî4-C, 


On  a  donc 


"^-^^^"'^  ix  4-  K;  v/=^)  =  8  AK^  +  i6 AK2 -f-  C  +  2X7:  /-  i, 

1  désignant  un  entier;  on  en  déduit 

-"^^/^=^8AK 
Kl 

OU 

4KK1 

Quant  à  la  constante  C,  on  la  déterminera  en  faisant  ^  =^  o; 
au  nombre  i\r^  y/—  i  près,  elle  est  la  même  pour  les  quatre 
formules  analogues  à  (A),  et,  comme  ce  nombre  i\t^sJ—i 
peut  être  négligé,  on  peut  la  regarder  comme  étant  la  même 
pour  les  quatre  formules  en  question. 

S'il  s'agit  d'une  transformation  de  première  classe,  0',  H', 
e',,  H'^  sont  proportionnels  à  6,  H,  ©i,  H,,  car  ils  ont,  en 
Ycrtu  des  formules 

K  =  (2.m4-i)K]-f-  2AiKi  y/—  i, 
kV--^=  2m'Ki+(2Ai'-4-i)K'i  y/—  i, 

les  mêmes  zéros  respectivement;  on  a  donc 

v/y^sn(^ia7,  A-i)=  v/^sn(a7,  k), 
^1^  cn(^i^,  k,)  =  ^j,  cn(^,  k). 
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Si  l'on  fait  ^  =  o  dans  ces  deux  formules  après  avoir  divisé 
la  première  par  .r,  on  trouve 


^^-.=v/^'    \/^-\/r 


donc  A- = /i"J,  ^>i  =  I  ;  alors  la   transformation  ne  présente 
rien  d'intéressant. 

S'il  s'agit  d'une  transformation  dans  laquelle  on  conserve 
une  période,  une  méthode  analogue  montre  que  g^=z  ±  k 
et  k-k\  =  1 ,  et  que  l'on  a 

sn  Iku,  jj=k  sn  II, 

en  (  ku,  -  j  =  dn  ii, 

dn  (  ku,  j  j  =  en  M  ; 

s'il  s'agit  d'une  transformation  dans  laquelle  on  permute  les 
périodes,  si  l'on  pose,  par  exemple, 


on  trouve 


K=:K;v/— I,        KV— 1  =  —Kl, 

l      I 7  A         / sn(.^,  k) 

en  (a?  /—  I,  A') 


cn(:c,  k) 

l       , A        dn(,r,  k) 

dn(^  sJ—\.  k)=  — - — -y-. 
^  ^        en (37,  A) 


IX.  —  Division  d'une  période  par  deux. 

Le  problème  de  la  division  des  périodes  pourrait  être  résolu 
par  le  théorème  de  Liouville,  puisque,  tel  que  nous  l'avons 
présenté,  il  permet  de  calculer,  par  exemple,  un  sinus  am- 
plitude en  fonction  d'un  autre  qui  a  une  période  m  fois  plus 
grande,  c'est-à-dire,  en  définitive,  ayant  avec  lui  une  période 
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commune.  Mais  on  donne  ordinairement  une  autre  solution 
de  la  question. 

Proposons-nous  tout  d'abord  de  calculer  les  fonctions  ellip- 
tiques relatives  aux  quantités  —  et  R'  en  fonction  de  celles 

qui  sont  relatives  aux  quantités  K  et  K^  Soient  S^^\  W^\ 
0'/',  H'/'  ce  que  deviennent  les  fonctions  auxiliaires  0,  H, 

04 ,  Hi  quand  on  y  remplace  K  par  — ;  soient  sn,  gœ,  cui  gx, 

dn,^^  ce  que  deviennent  par  ce   même  changement  sn^, 
cn^,  dn^;  soient  enfin  A-j  et  k\  les  nouveaux  modules. 
Les  fonctions  0^*\  004  et  HHi  satisfont  toutes  les  trois 

aux  équations 

e(:r4-2K)==6(^), 

l'une  d'elles  est  alors  une  fonction  linéaire  des  deux  autres, 

et  l'on  a 

0(i)(^)  =  A0(^)ei(:r)4-BH(^)Hi(^). 

On  déterminera  la  constante  B  en  faisant  x-^^K.'\/ —  i; 
S{x)  et  0(^^(^)  s'annulant,  on  a  B  =  o  et,  par  suite,  la  for- 
mule précédente  se  réduit  à 

en  changeant  ^  en  ^  H ou  en  ^  4-  K^y/ —  i  ou  en 


-  +  kV- 

2 


on  obtient  le  groupe 

e[^\x)  =  Ae  (x+-\q(x—  -\ 

ll'-^\x)=  AH(^)Hi(;r), 
li['\x)=  A.li(x-h^)lli(x—  ^ 
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si  l'on  se  reporte  alors  aux  formules  d'additioa  (p.  269),  on 
peut  écrire 

TT(1)/       >>_     A  ^    ^    / \    ^  ^ 

La  constante  A  se  déterminerait,  par  exemple,  en  faisant 
X  =  0  dans  la  première  formule.  On  tire  de  ces  formules,  par 
division. 


/-t-  ,  sn,r  cn.r 

V/Aisni^^  =  k — -, , 

ancc 


1/ 


~  ^  '     02(o)     dn" 


Y,  '"'^^  =  ^'^'"ëW  ^ï^  ~  ^^'  "ëil^  d^' 


02(   - 


7^dni^^=  /F———-  ;t— -— >tv/A 


y/A^;     ^^      ^^        02(o)     dn^  ^         0Ho)     dn^i^ 

Les    constantes    ©(-jet  H  (- I  s'obtiennent   en   faisant 
X  =^  a  =  —  dans  les  formules  d'addition  qui  donnent 

e{x  -\-  a)e{x  —  a) 
et 

Q{x  —  a)U{x  -i-  a). 

Si  l'on  divise  par  x  la  première  formule  et  si  l'on  fait  œ  =  o, 
on  a 

\/k'iS^  =  k, 

Z--^'^'-0H^' 


/s 


__L  777         V   ^ 


s/k\       ^  '    0Ho)  ' 
et  le  problème  de  la  transformation  est  encore  résolu  dans  ce 
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cas.  Il  reste  à  calculer    ^,},'^  f  et  --X^-  Appelons  ces  quan- 

lités  X  et  y,  en  faisant  x  =  a  =^   -  dans  la  formule  (p.  ^69) 
qui  donne  0(^  —  a)S{x  -i-  a);  on  trouve 

0(K)         ,         ,        I 

=    v2  7?2  — .  • 

e(o}    -^     ^  -  ^r 

la  formule  (2)  (p.  9.56)  donne  ensuite 

d'où  l'on  tire  ^  ety  en  fonction  de  k  et  k'  si  l'on  y  tient. 

La  division  de  l'autre  période  par  2  s'effectue  d'une  façon 
analogue  :  appelons  6^*^,  H^^^,  S\^\  H^/'  ce  que  deviennent 

les  fonctions  auxiliaires  quand  on  remplace  K'  par  —  Les 
fonctions 

e,(..l^)e.(.-^) 

satisfont  aux  équations 


0(^-+-2K)=0(^) 


o(:r-r- 2KV— 0  =  ^     *^  ; 

on  a  donc 

6i"(^)  =  +  A0  (x  +  Î^-*:jÏÎÏ)  e  f^  -  !^ 


+  Be.l.+  'iV=i'),,/  ^KV-, 


A  et  B  désignant  deux  constantes.  Si  l'on  fait  x  =  — - — —-. 

0^*^(^)  s'annule  ainsi  que  le  coefficient  de  A,  donc  B  =  o, 
donc 

e;.) (^)  =  A  0  f X  +  S^i^")  0  fx  -  ^*^ 
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Changeant  x  en.  x  -]-  ïs.,  x  -\ ?  ^  +  K  H ■ ,  on 

a  trois  autres  formules  qui,  traitées  comme  tout  à  l'heure 
ont  été  traitées  les  formules  analogues,  fourniront  la  solu- 
tion du  problème  de  la  transformation  pour  le  cas  qui  nous 
occupe. 

X.  —  Division  d'une  période  par  un  nombre  impair. 


Supposons  K,=  — j  n  désignant  un  nombre  impair,  et 
K;  =  R';  désignons  toujours  par  Q^^\  H(^^  6^',  H'/'  ce  que 
deviennent  0,  H,  0,,  H,  quand  on  y  remplace  K  par  K,  =  —  • 
Si  l'on  considère  les  fonctions 


0(1^^)     et         TT     efx-^'-^iK), 
ll-l 

m  = ~ 

ces  deux  fonctions  satisfont  aux  relations 

leur  rapport  est  donc  doublement  périodique.  En  outre,  les 
deux  fonctions  en  question  ont  les  mêmes  zéros  :  leur  rapport 
est  donc  fini  et,  par  suite,  se  réduit  à  une  constante  A;  on 
peut  donc  écrire 


ii(i)(^)=.(_i)^Apjin^-f-^2Kj, 
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SI,  dans  ces  formules,  on  réunit  les  facteurs  correspondant 
à  des  valeurs  de  m  égales  et  de  signes  contraires,  on  a,  en 
faisant  usage  des  formules  (p.  269), 

et  A  se  calcule  en  faisant  ^  =  o. 

Les  produits  ont  cette  fois  pour  limites  i  et  ■  •  Par  divi- 

sion, on  obtient  sn^gx^  cn^gx^  dn,  «-^  en  fonction  de  snjr, 
cnx,  dn^  : 

n 

y//ii  èWigx  =■  k'^sïix  I   I 


sn2  —  'iK  —  sn'^x 
n 

- — — ■> 

I  —  A-2  sii2  —  2K  sn^ic 
n 


l/: 


dn2  —  2K  +  dn2^ 


Si,  dans  la  première  formule,  on  fait  x  =^  o  après  avoir  divisé 
par  ^,  il  vient 

v/^^  =  AiJJsn2^2K; 
en  faisant  x  =  o  dans  les  autres,  on  a 


V/: 
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On  tire  de  ces  dernières  équations 


cn8-  iK 


(m)  Ai  =  Â:2«TT. ^ 

an»  —  2K 


k\^    r=  A-'2«TT 


n 


On  diviserait  d'une  façon   analogue  la  période   K'  par  un 
nombre  impair. 

Les  modules  ki  et  k  des  fonctions  sn,^\r  et  sn^  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation  (/n);  cette  relation  est  ce  que  l'on 
appelle  V  équation  modulaire  ;  elle  tient  une  place  impor- 
tante dans  la  théorie  des  équations  et  nous  n'avons  pas  à  nous 
en  occuper  ici. 


L.  —  Traité  d'Analyse,  IV. 
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CHAPITRE  X. 

APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS 
ELLIPTIQUES. 


I.  —  Sur  les  arcs  d'ellipse. 

C'est  l'étude  des  arcs  d'ellipse  qui  a  donné  naissance  à  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques;  c'est  par  l'étude  des  arcs 
d'ellipse  que  nous  commencerons  les  applications  géomé- 
triques de  cette  théorie. 

Nous  poserons  avec  l^egendre 

(i)  /  =F(cp)  =  F(Â:,cp), 

Jo      y/ 1  —  /i2  sin2  çp 

et  nous  aurons 

(2)  sincp  —  snF,         cp  =  amF; 

nous  poserons  aussi 

/     /i  — A2sin2"cp<icp  =  E(cp)  =  E(/r,  cp); 

«^0 


(3) 

nous  trouverons  alors 


E(c5)=   /     -^  '  -  "    /  '      -  d^. 


^       A2sin2cp 
^0      /i  — ^2sin2co 


Nous  désignerons  la  seconde  intégrale  par  J(^);  nous  aurons 
ainsi 

(4)        E(cp)  =  F(cp)-J(cp)        ou        J(cp)  =  F(cp^-E(cp). 

D'ailleurs  on  a 

<5)  J(amF)=Z(F). 
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Considérons  une  ellipse  d'axes  2a  et  2  6;  elle  peut  être  repré- 
sentée par  les  équations 

J7=:rtsincp,        y  =  bcos^; 
on  en  conclut,  en  appelant  s  l'arc, 


ds  =  si a^  cos^cp  4-  h''-  sin^cp  <icp 

ou,  en  comptant  l'arc  à  partir  du  sommet, 

/-?    ^^ 

.ç  =    /      y/a^  cos^cp  H- è^  sin^cp  û?cp 

ou 


.ç  —  a    /     y/i  —  A'^sin^çp  6/cp. 

En  posant 

.  _   c  _  v/«-— ^2 

on  a  donc 

.=  E(cp)=F('^)-J(cp), 

si  l'on  suppose  «  =  i  ;  E(cp)  représente,  comme  on  voit,  l'arc 
d'ellipse.  Si  l'on  prend  F  pour  variable,  on  a,  pour  représenter 
l'ellipse,  les  équations 

(  X  =  snF,         y  =  ôcnF  =  A:'cnF, 
(6) 

^   '  {s  =F  — Z(F). 


IL  —  Théorème  de  Fagnano. 

Si,  dans  les  formules  d'addition  des  fonctions  de  seconde 
espèce 

Z(r  +  j) —  Z{x)—  Z(j)  =  k'^snxsnysn{x  +jk), 

on  pose  cp  =  am^,  '];  :=  amj^,  on  trouve,  en  vertu  de  (5), 

J(cp  -^  tj;)  —  J(cp) —  J(4')  =  A-2  sincp  sintj;  sin(cp  -f-  (j^) 

ou,  en  vertu  de  (4), 

F(cp  +  t];)-E(cp-i-i].)  —  F(cp)^F(^)  +  E(cp) +£(<];) 
=  /f 2  sin  cp  sin  <];  sin  (  cp  -i-  <|^  )  ; 
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en  observant  que  F(cp  -f-  ^)  =  F(o)  +  F(^),  puisque 

cp  =  amF(cp),         6  =  amF(t|;) 
et 

cpH-<J;  =  amF(cp-+-4'), 
on  a  simplement 

E(cp  -h  (];)  —  E(cp)  —  E ((];)=  —  /c^sincp  sint|;sin(cf  -^^); 

si  Ton  fait  cp  -f-  'i>  =  -  et  si  l'on  appelle  4E  le  périmètre  total 
de  l'ellipse  de  demi-axes  i  et  k',  on  a 

E  — E(cp)—  E(t];)=  —  Â:2sincpsint|;. 

Cette  formule  montre  que  les  arcs  E  —  E(cp)  et  E(<L)  ont  une 
différence  rectifîable.  Les  anomalies  (^  el  'h  des  extrémités  de 
ces  arcs  sont  liées  par  la  formule 

1 
cos-  =  coscp  cos^^  —  sincp  sin<|^  (  i  —  /i^sin^-  J 

ou 

o=  coscp  cos (j;  —  sin©  sin <];/»"' 
ou 

tangcptangt|;=  p. 

De  là  découle  le  théorème  de  Fagnano  : 

Théorème.  —  Soient  o  et  6  deux  anomalies  telles  que 

tangcptang<]^=:  -p; 

les  points  M  et  N  qu'elles  déterminent  sur  U ellipse  sont  les 
extrémités  de  deux  arcs  comptés  Vun  à  partir  d'un  som- 
met relatif  au  petit  axe,  Vautre  à  partir  du  sommet  rela- 
tif au  grand  axe  ;  la  différence  de  ces  arcs  sera  rectifîable. 

Nous  allons  donner  sous  une  forme  élégante  l'expression 
de  cette  différence  :  l'équation  de  la  normale  à  l'ellipse  est 

X  cos  cp  —  k'y  sin  cp  —  k^  sin  cp  cos  cp  =  o  ; 
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la  distance  l  du  centre  à  cette  normale  est 

k^  sincp  coscp 


y/i  — A-2sin2cp 

Si  l'on  se  donne  /,  on  en  déduit  deux  valeurs  cp  et  ({;  pour  l'ano- 
malie o  données  par  l'équation 

tangicp  +  tang-^cp  (^^  +  i  -  ^,^)  +  p^  =  «5 
on  en  conclut 
(i)   tangcptang4;=  ^,         tang^cp  +  tang2^  =  — -^  -  1+ ^. 

La  différence  que  nous  voulons  évaluer  est 

k^  sincp  sm^, 
dont  le  carré  est 

k'*sm^tDsm^  =  kB  ^ %-i 5_Jl ' 

'  I  H- tang^cp  tang2t|; -i- tang^cp  +  iang2t|; 

en  vertu  des  formules  (i),  cette  expression  se  réduit  à  /-  et, 
par  conséquent,  la  différence  entre  les  deux  arcs  en  question 
est  mesurée  par  la  longueur  /. 


III.  —  Théorèmes  de  Graves,  Mac  CuUagh  et  Chasles. 

Considérons  deux  coniques  homofocales  G  et  Q'  \par  un 
point  M  de  C  on  mène  deux  tangentes  MN  et  MP  à  C. 
Le  D^  Graves  a  prouvé  que^  si  la  conique  G  était  une 
ellipse  ainsi  que  G',  l'expression 

MN  +  MP  — arcNP 

était  constante;  Mac  Cullagh  et  M.  Chasles  ont  démontré 
que,  si  Q!  était  une  hyperbole  coupant  G  e^  K,  on  avait 

MN  —  MP  =  arcKN  —  arcKP. 

En  effet,  appelons  a  et  ^  les  angles  que  les  droites  MN  et  MP 
font  avec  la  tangente  en  M  à  la  conique  G';  appelons  di  un 
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déplacement  donné  au  point  M  sur  la  conique  C  et  ds,  dt  les 
déplacements  correspondant  des  points  N  et  P;  nous  aurons, 
en  vertu  d'un  théorème  connu, 

d.M?  =  —dt-^  d-s  cos  p. 

Si  la  conique  G'  est  une  ellipse,  cos  a  =  —  cosjj  et,  en  ajou- 
tant, on  a 

d{W^-\~^\V)=^ds  —  dt  =.d{s—t); 

d'où 

MN  -h  MP  =  5  —  ^  4-  const.  =  arcNP  -f-  const., 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  Graves. 
Si  la  courbe  G'  est  une  hyperbole, 

cosa  =  cosp 
et  l'on  a 

c/.(MN  — MP)  =  ds-{-dt; 

si  l'on  compte  les  arcs  à  partir  du  point  K,  ds  et  dt  sont  de 
signes  contraires,  et  l'on  voit  que  ds  et  dt  sont  les  accroisse- 
ments subis  à  gauche  et  à  droite  de  R  par  l'arc  NP  ;  s  -i-  t  sera 
alors  la  différence  KN  et  KP  ;  cette  différence,  comme  on  voit, 
est,  à  une  constante  près,  égale  à  MN  —  MP  et  cette  con- 
stante est  nulle  en  K,  ce  qui  démontre  le  théorème  de  Mac 
Gullagh. 

Au  fond  le  théorème  de  Mac  Gullagh,  comme  celui  de 
Fagnano,  apprend  à  trouver  des  arcs  d'ellipse  à  différence 
rectifiable. 

Les  théorèmes  précédents  s'appliquent  évidemment  aux 
coniques  sphériques. 

Soient  G  une  ellipse  fixe ,  S  un  cercle  tangent  en  M; 
soient  NK  e^  N'K  des  tangentes  communes  au  cercle  et  à 
U ellipse,  N  et  N'  les  points  de  contact  sur  U ellipse,  on  aura 

NK  —  N'K  =  arcMN  —  aicMN'.  (Ghasles.) 

Ge  théorème  se  démontre  comme  les  précédents,  en  dépla- 
çant infiniment  peu  le  cercle. 
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IV.   —  Théorème   de   Landen. 

L'ellipse  peut  être  représentée  par  les  équatioas 

X  =^  a  cnii,         y  =  b  sn  u, 

l'hyperbole  par  les  suivantes 

,,  sn  M  ak  dn  u 

X  =  ak  ,         y  —  -— ; 

Ç.WU  ^         k    en?/ 

,  .  ak 

les  axes  sont  alors  a  et  -rj  • 

Si  l'on  pose  o  =  am  u,  on  a 


sin  o  a/c  /i  —  '^'^  sin^ o 


X  =  a// 7         y  —    / 

cosc?  A" 


on  en  conclut,  pour  l'expression   de  l'arc  s  d'hyperbole  et  en 

k'^do'^ 


supposant  a=  i^ 


ds^  = 


cos'^cp(i  —  k^  sin'^cp) 


ou 


s  =  k'-  ^^ 


\/i  —  A'^sin^cp 
Or  on  a 

4  tango  /i  —  k^  sin^cp 


r  yr'2  A:2  Â:2sin2cp       1 

fc5        -+-  — =^=   —   — ^=:z=^=-       ; 

'   Lcos^cp /i  — A-2sin2cp        /i  — A^sin^cp        /i  — A2sin2cpJ 

en  intégrant  alors  de  o  à  qp,  il  vient 

tangcp  v/i  — A-sin2cp  =  A'i' —  A-'2F(o)  +  E(o)  ; 

donc  l'arc  d'hyperbole  peut  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions E  et  F.  Nous  allons  prouver  que  la  fonction  F  s'exprime 
au  moyen  de  E(cp)  et  d'un  autre  arc  d'ellipse;  il  eu  résultera 
que  : 

Théorè:me.  —  Tout  arc  d'hyperbole  peut  s'exprimer  au 
moyeu  de  deux  arcs  d'ellipses  différentes. 
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La  transformation  de  Landen  donne  lieu  (p.  i  ^^)  aux  for- 
mules suivantes  : 

<icpi  I  +  X:  do 


v/i  — ^f  sin^cpi  '^'       y/i  —  k^-ûn'^t:^ 

(0  \  sin^cpi  =  2- (n- A:sin2cp  —  coscpy/i  —  Âr^sin^©), 

"  i  +  y^i* 

Multiplions  membre  à  membre  les  deux  premières  formules  : 
nous  aurons,  en  intégrant  de  o  à  o, 

^  J(>^^i,  ?i)=  -jj7-  Hf^.  o)-^—^¥{k,  o) ^sincp. 

OrJ(cp)=F(a5)-E(cp);  donc 

=  i^  [F(/r,  cp)-  E(^,  cp,+  1^  F(/.,  cp)-  ^^  sincp]. 
Mais,  en  vertu  de  la  première  formule  (i), 
F(^,,  oO-=  ^-^^F(k,  cp); 
la  formule  précédente  devient  alors 

F{k,o)^j,[E{k,o)-{i-^k)E(k„o,)-^ksm^]. 

Cette  formule  de  Landen  montre  que  F  est  exprimable 
linéairement  au  moyen  de  deux  fonctions  E,  ce  qui  démontre 
le  théorème  que  nous  avons  énoncé  au  sujet  de  l'arc  hyper- 
bolique {Philosophical  Transactions,  1775;  Mathema- 
tical  MemoirSj  by  John  Landen,  1780). 

V.  —  Courbes  de  M.  J.-A.  Serret. 

M.  Serret  s'est  proposé  de  rechercher  toutes  les  courbes 
algébriques  dont  l'arc  est  exprimable  au  moyen  des  fonctions 
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elliptiques  [Journal  de  Liouville,  t.  X,  i'^  série;  voir  aussi 
son  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral).  Voici  seule- 
ment les  résultats  auxquels  il  est  parvenu.  Soit  n  une  quan- 
tité plus  grande  que  un,  posons 

u  =  — ,  ^—  •>        V  =  — .  ^— ? 

R  ==  sl—^f'  —  •mt  -Hi). 

On  en  tire,  en  supposant  le  radical  réel,  c'est-à-dire  t  com- 
pris entre  les  racines  du  trinôme  ^-  —  itn  -\-\  ^ 

U'  / ^  +  I  V        / t  —  I 

on  fait  ensuite 

on  en  conclut 

a?  -h  j' y/ —  I  ^i^ 


ou,  en  prenant  les  modules 


x'^-^-y'^    ~   4Z2R2  • 

Or  on  trouve  ^-  +jK-  =  ^,  au  moyen  de  la  relation  (i);  on  a 
donc,  en  appelant  5  l'arc  de  courbe, 


ou  bi 


en 


^r-^    1 

-H       ds 

\/n^'  —  i 

i^s/~t 

s  - 

-idt 

-f, 

v//i2  - 

~ldt 

is/t{-t^- 

-^'int  —  i) 

ou  enfin 


Les  courbes  dont  x  eV  y  seront  fournis  en  fonction  de  t 
en  égalant  les  termes  réels  et  les  coefficients  de  \l —  i  dans  (i) 
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seront  donc  telles  :  i^que  x  et /seront  fonctions  algébriques 
de  ^;  2"  que  leur  arc  sera  une  fonction  elliptique  de  t. 
Si  Ton  fait,  par  exemple,  n  =  3,  on  a 

/  —  I  -1-  R  s/^  (  t-^\  —  \\  sl~ 


y 


v/- 1  =  /^ 


s/t  \         1  spït 


et,  par  suite,  en  observant  que  R  =  \l —  t-  -\-(St  —  i , 

L'élimination  de  t  entre  ces  équations  donne 

c'est  l'équation  d'une  lemniscate  de  Bernoulli. 

Observons  encore  que  les  courbes  qui  ont  pour  équations 
en  coordonnées  polaires 

/•  i=z  (2  cos/?iO         ou         /'r=asin/nO, 

a  désignant  une  constante;  que  le  limaçon  de  Pascal  ou  con- 
choïde  du  cercle  qui  a  pour  équation 

r  —  a  —Vy.  cos6, 

a  et  R  désignant  des  constantes,  ont  leurs  arcs  exprimables 
par  les  fonctions  elliptiques. 

Mentionnons   encore   les    épicycloïdes   allongées  ou  rac- 
courcies, dont  les  équations  sont  de  Ja  forme 

X  —  a  s'in  mu  -i-  b  sin  nu, 
j^  ~  a  cos mu  ~- h  cos  nu, 

a,  ù,  m,  11  désignant  des  constantes  et  a  un  angle  variable; 
on  a 

<r/52  —  ^a"'-^  ^2  _i_  9 ab  cos{ m  —  n  )  u ] du- , 

<r/52=     (a  +  ^)2cos2^^— — ^  u-i-{a  —  by-sïn^-"^  u    du''- 
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et,  par  suite 


*= ^' '^'V'^  ['"  (^)l 


.   ^  m  —  n 
sin2 u. 


ces  courbes,  comme  l'on  sait,  sont  algébriques  toutes  les  fois 
que  ni  et  n  sont  commensurables. 
Les  courbes  ayant  pour  équations 


sin/?iO  cosmO 

ont  également  leurs  arcs  exprimables  par  les  fonctions  ellip- 
tiques. 

VI.  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Poncelet. 

Etant  données  deux  coniques,  en  les  rapportant  à  un 
triangle  autopolaire  commun,  on  pourra  mettre  leurs  équa- 
tions sous  les  formes 

X-  -r-    y'^    —  Z'  =  o, 


ax'^  -h  by 


2 „2 


=  o: 


on  satisfait  à  la  première  de  ces  équations  en  prenant 


(0                                        ; 

X 

211  cp 

sncp         I 

et  à  la  seconde  en  prenant 

^^^                                     cn^, 

r              z 

sn 

<];dnO  ~  cnO' 

pourvu  que  l'on  fasse 

en  6  = 

iv 

cnB          I 
dn6  -  ^l' 

ce  qui  est  possible  en  choisissant  convenablement  le  module  k 
des  fonctions  elliptiques. 

Soit  Mo  un  point  de  la  première  conique;   par  ce  point 
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menons  une  tangente  coupant  la  seconde  en  No  et  N'^^,  l'équa- 
tion de  cette  tangente  sera 

et  les  coordonnées  des  points  Nq  et  NJ,  ou,  mieux,  les  valeurs 
de  ^  en  ces  points  s'obtiendront  en  éliminant  ^,  y,  z  entre 
cette  équation  et  (2),  ce  qui  donnera 

coscp  cos^L  +  sincp  sin»];  dnO  =  cnO. 

La  comparaison  de  cette  formule  avec  celle  de  Lagrange 
(p.  207)  donne 

6=:±(cp  ij;)  OU  4^  =   Cp  zh  6. 

Supposons  alors  que  Von  mène  par  le  point  Nq  une  tan- 
gente à  la  première  conique  rencontrant  la  seconde  en^^ 
et  touchant  la  première  en  M<  ;  que  par  Ni  on  mène  une 
tangente  à  la  première  conique  coupant  la  deuxième  en 
N2  et  touchant  la  première  en  M2,  etc.,  le  lieu  des  points 
de  rencontre  de  Mo  No  et  M/^N/^  sera  une  conique. 

Ce  théorème  a  été  établi  péniblement,  pour  la  première 
fois,  par  Poucelet.  Pour  le  démontrer,  nous  observerons  que, 
si  l'on  appelle  cpo  la  valeur  C5  en  Mo,  la  valeur  de  ^  en  N<  sera 
B  -i-  cpo,  la  valeur  de  o  en  Mj  sera  alors  cpo  +  28,  celle  de  <]> 
en  Ni  sera  cpo  +  39,  .  .  . ,  la  valeur  de  o  en  Ma  sera  cpo  +  2/1 9; 
le  lieu  cherché  s'obtiendra  alors  en  éliminant  cpo  entre  les 
équations  des  tangentes  en  Mo  et  M„,  ou 

(3)  ;Z7  cncpo  H-j/ sn  cpo  —  ^  =  o, 

57  cn(cpo-t-  2/iO)-H  j  sn(cpo-t-  2/iO)  —  z  =0; 
en  combinant  ces  équations,  on  a 

^[cn(cpo+  2;i6) —  cnço]  -^JK[sn(cpo-h  2/iG)  —  sncpo]  =  o 
ou  bien 

—  37  sn/i6  dnnO  sncpo  dncpo  +  y  sn/iO  cncpo  dncpo  =  o  ; 
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on  en  tire 


srii 


'0      r     I     _  _  y 


cncpo 


X   ànn^  X 


m  -=^  =  tango 


o> 


en  posant  m=  ^ ^?  on  en  conclut,  en  portant  cette  valeur 

dans  (3), 

x^-  -h  my'^  —  z  s/my-  -\-  x^  =  o 
ou 

372  _!_  fjiy%  —  ^2  —  o. 

Le  lieu  est  donc  une  conique  qui  a  le  même  triangle  autopo- 
laire que  les  coniques  données.  On  voit  que,  si  m  =  ^ â  =  i 

ou  que  si  /^9  est  égal  à  2/?K,  le  lieu  coïncidera  avec  la  seconde 
conique,  ce  qui  constitue  une  nouvelle  démonstration  du  théo- 
rème de  Poncelet,  démontré  par  Jacobi  (p.  211). 

Le  théorème  de  Poncelet  peut  être  transformé  par  polaires 
réciproques;  il  fournit  alors  un  théorème  corrélatif  que  nous 
pouvons  nous  dispenser  d'énoncer. 

VIL  —  Roulette  de  Delaunay. 

La  roulette  de  Delaunay  est  engendrée  par  le  foyer  d'une 
conique  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite. 

Supposons  que  la  conique  soit  une  ellipse,  et  soit 

^2y2+  è2.r'2  =  a^b^ 
l'équation  de  cette  conique  rapportée  à  ses  axes;  soit 


y/a^  —  6- 


la  demi-distance  focale;  sur  la  tangente  en  x' ^  y'  prenons  une 
longueur  égale  à  l'arc  s'  de  la  courbe  comptée  depuis  le  som- 
met(<2,  o)jusqu'aupoint(jc',jK').  SoientjK la  distance  du  foyer 
à  cette  tangente  et  x  la  distance  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire jk  à  l'extrémité  de  la  distance  s'  comptée  à  partir  du  point 
(x'^y),  les  quantités  x,  y  seront  les  coordonnées  d'un  point 
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de  la  roulette  par  rapport  à  une  droite  fixe  sur  laquelle  la 
conique  peut  être  censée  rouler,  et  l'on  aura 


fa'-  —  ex' 

y  =  ^{/  —, >  ' 

y    a^  -h  ex 

L'élimination  de  ^',  y  entre  ces  équations  et  celle  de  l'ellipse 
fera  connaître  la  roulette.  Pour  faire  cette  élimination,  nous 
ferons  ^'=  a  cos'j,  i/=  h  sincp  et  nous  aurons 


/«  — ccosco 


1  "  1/      /7,  -1-  r  PAS  ro 

(I) 

cy  sin  cp 


X—  I  sja'^ — c^sin^çp 


<^cc 


Cette  courbe  dépend,  comme  on  devait  s'y  attendre,  des  fonc- 
tions elliptiques,  et,  si  l'on  veut  voir  apparaître  explicitement 
ces  fonctions,  il  suffît  de  faire  co  =r  am^. 
L'élimination  de  cp  donne 


( 2  )      ,  dx  — 


s/la^y^^-{b^-^y-^f^ 


lorsque  l'on  fait  —  ^=  p  et  «  =:  oo,  cette  formule  devient 


on  en  déduit,  en  n'ajoutant  pas  de  constante, 


ou 


on  en  conclut 

2,r 


y  =  ^  \eP  ^  e     P 
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Ainsi,  le  lieu  des  positions  des  foyers  d^ine  parabole 
qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite  est  une  chaînette. 

La  roulette  de  Delaiinay  contient  donc  la  chaînette  comme 
cas  particulier. 

On  rencontre  la  roulette  de  Delaunay  dans  diverses  circon- 
stances, par  exemple  quand  on  cherche  une  surface  de  révo- 
lution ayant  ses  deux  ravons  de  courbure  R  et  R'  liés  par  la 

relation 

I         1    _   [ 

a  désignant  une  constante.  En  effet,  si  l'on  cherche  le  méri- 
dien de  cette  surface,  on  voit  que  ce  méridien  est  tel  que,  la 
normale  étant  désignée  par  N,  on  a 

1         I  _   I 

R  "^  N  ~  «' 

R  désignant  le  rayon  de  courbure  de  ce  méridien.  Il  est  facile 
de  voir  que  ce  méridien  est  une  roulette  de  Delaunay  :  en 
effet,  son  équation  différentielle  est 


ou  bien 

(3) 

En  multipliant  par  jk,  on  a 

yv' dy'  dv         _  y  dy 


y 

-4- 

I 

I 

(i+y 

3    

2)2 

y( 

T.- y 

2)2 

a 

y'dy' 

~\- 

dy 

A.'' 

dy 

1 

a 

y 


le  premier  membre  est  la  différentielle  de — j-  quand  on 

(1-1-/2)2 

choisit  le  signe  — ,  ce  que  nous  ferons,  et  nous  aurons,  en 
appelant  h-  une  constante. 


_  r^  -i-  h' 
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on  en  conclut 


ce  qui  équivaut  à  l'équation  (2)  de  la  roulette  de  Delaunay. 


VIII.  —  La  courte  élastique. 

La  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à 
l'inverse  de  l'ordonnée  ou  de  l'abscisse  a  une  équation  de  la 
forme 


y=   I  =  dx\, 

cf 


œ  ely  pourront  donc  s'exprimer  par  le  moyen  des  fonctions 
elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce.  Celte  courbe 
est  la  forme  que  prend  une  poutre  déformée  sous  l'influence 
de  poids  .uniformément  répartis  sur  sa  longueur,  lorsqu'elle 
repose  sur  deux  appuis  situés  de  niveau. 


IX.  —  Surface  de  l'ellipsoïde. 

La  surface  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 

.T~         y^        z"^ 

^  +  -p  +  ;^  =ï 

s'obtient  au  moyen  des  fonctions  elliptiques;  nous  satisfai- 
sons à  l'équation  précédente  en  posant 

a?  =  acos<];  sin6,        j^  =  è  sintj;  sin6,         ^  =  ccos6. 

L'élément  de  surface  est 

i4(ÏHf)MÎ)TI(lHl)MirP"»-» 

ou  bien,  tous  calculs  faits, 

sin6  ^b^c^  cos^tj;  sin^O  +  «2^2  sin^t];  sin^Ô  +  a^b^- cos^^  d^  d^  ; 
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l'aire  de  l'ellipsoïde  sera  donc 

C  C ,   /cos2<Lsin2e        sin2d>sin2  6        cos^Ô     ,      .    , 
J   I  {/  — ^^2 ^ ^2 ^  -—r  "^^  ^^"  ^  ^^  ^^'t*' 

Une  première  intégration  peut  être  effectuée  par  rapport  à  G 
de  G  à  tï;  à  cet  effet,  on  fait  —  cosO  —  u,  et  l'on  a 


/// 


—-—-  +  -jY^  /i  —  G2  u-2  abc  du  d^, 


en  posant 

/jx  _G"'  =  /^-' cos^tl;         sin2(l;\      /cos^j^        sin2(|; 

On  peut  toujours  supposer  G-  positif,  c'est-à-dire 

j_        cos^t];        sin2i^^ 

en  effet,  faisant  6  <  a,  le  second  membre  de  cette  égalité  est 

inférieur  à  ^;  et,  en  supposant  c  >  a  et  h,  cette  égalité  est 

toujours  satisfaite.  En  nous  plaçant   dans  cette  hypothèse, 
notre  intégrale  devient 

J      lij    \        a^  ^2 

(^on  facihte  le  calcul  en  observant  que  f  [/■ir,  —  a- du  est 

l'aire  d'un  demi-cercle  de  rayon  Q;  en  remplaçant  G  par  sa 
valeur,  il  vient 


5 

.2TC 


r 

zabc      I 


a^  h^ 


.   /       I         cos2tL        sm2(L 


et,  en  posant 


L.  —  Traité  d'Analyse,  IV. 
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l'aire  en  question  devient 


4- 


r.ahc    I  ^         d^. 


^  0 


On  peut  supposer  g  ^  o,  /9  ^  o  ;  alors,  en  faisant    -  =  A-, 


on  a 


+  -^sin- 

T  


^<j>. 


X.  —  Sur  les  courbes  du  premier  genre,   et  en  particulier 
sur  les  courbes  du  troisième  degré. 

Les  courbes  du  premier  genre  jouissent  de  cette  propriété 
que  leurs  coordonnées  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  d'une  variable  ^  et  du  radical  y/a  -\-bt-^  et-  -f-  dt^  +  <?^% 
qu'on  peut  lui-même  ramener  à  la  forme  y/(i  —  ^-)(i  —  A'-^"), 
de  sorte  que,  si  l'on  fait  ^  =  snw,  on  voit  que  les  coordon- 
nées d'une  courbe  de  genre  un  pourront  également  s'exprimer 
en  fonction  rationnelle  de  sn;^,  cnu^  àau. 

Toutes  les  courbes  de  genre  ?^/i  peuvent  être  ramenées,  au 
moyen  de  transformations  quadratiques,  à  des  courbes  du 
troisième  degré;  celles-ci,  à  leur  tour,  au  moyen  d'une  trans- 
formation liomographique  (p.  62),  se  ramènent  à  un  type 
simple  représenté  par  l'équation 

(i)  jK2-(:r-a)(^-?)(:r-Y), 

OÙ  a,  p,  Y  sont  des  constantes.  Nous  allons  essayer  de  repré- 
senter les  coordonnées  de  cette  courbe  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques,  x  ei y  seront  (p.  286)  de  la  forme 

Mh- A  Z  (^  — a)-f-B  Z  (^  — 6)  ..  . 
-4-  k'Z^t  —  a)^B'Z'(t  —  b)  .  .  . 


M,  A,  B,  .  .  . ,  A',  B',  .  .  . ,  a,  ...  désignant  des  constantes  et 
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Z(/)  la  fonction  jjt^;  «,  ^,    •  •  •   sont  alors  les  infinis  de  x 

ou  r.  Or  y,  en  vertu  de  (i),  a  les  mêmes  infinis  que  ^;  si  ^ 
a  un  infini  simple,  y  a  un  infini  d'ordre  f ,  ce  qui  est  inadmis- 
sible dans  le  mode  de  représentation  adopté;  x  doit  donc 
avoir  au  moins  un  infini  double  et  k  wn  infini  triple  :  il  faudra 
donc  poser 

x  =  M-{-XZ{t  —  a)-i-  A'Z'(t  —  a), 

jK  =  N  +  liZ{t  —  a)^B'Z'{i~a)-i-B"Z"(t  —  a). 

Rien    n'empêche    de  supposer   a='2K\/ — i    :    alors    on   a 

Z{t  —  a)=  -qTj-',  il  faut  aussi  observer  que  la  somme  des 

résidus  A  et  B  doit  être  nulle  (p.  286)  :  donc  A  =  o,  B  =  o, 
et  l'on  peut  écrire,  au  lieu  des  form.ules  précédentes, 

.  =  M  +  A'4«X^, 

dt  e{t) 

^  dt  e{t)         dfi  0(0 

Mais  -—j-  est,  à  une  constante  près,  la  dérivée  de  l'intégrale 

de  seconde  espèce;  on  peut  donc  écrire 

X  =  a  -^  b  sn^t, 

y  —  a!  -V  b'sn^t  -\-  c'snt  cnt  dnl, 

a,  b,  a',  b'^  d  désignant  des  constantes,  qui,  bien  entendu, 
n'ont  plus  aucun  rapport  avec  celles  que  nous  avons  dési- 
gnées ainsi  tout  à  l'heure.  Appelons  ^,,  t.,  t-^  les  valeurs  de  i 
pour  lesquelles  on  a  ^  =  a,  ^3,  y;  on  trouvera 

y.  =  a  -^  b  sn-t], 

Y  —  a  -T-  6  sn2  ^3 
et 

72=63(sn2i  — sn2;i).(sn2^  — sn2t,)(sn2/  — sn2/3). 

Or,  jK  étant  nul  pour  ^  =  ±:  ^, ,  ih  /.,  rh  ^3,  on  a 

o  =  a'-^b'siY^tx-^  c'sn/iCiUidM^i, 
0=  rt'+  6'sn2;i—  c'siUiCiUidiUj; 
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donc 

a' -^  b'sn^ti  =0,         c'sn^i  cnifi  dn^i  =  o, 

a'-r-  b' sn-t^  =  o,  c'sn  t^.  en  ^2  dn^o  =^  o, 

a'-h  6'sn2^3  =  o,         c'sn^acn  ^sdn^s  =  o; 

c'  ne  pouvant  pas  être  nul,  puisque  y  doit  avoir  un  infini 
triple  (et  d'ailleurs,  si  c  était  nul,  ^  et  jk  seraient  fonctions 
rationnelles  de  sn^^),  il  faut  que,  ^<,  ^o  et  ^3  étant  censés  dif- 
férents, on  ait  par  exemple  sn  ^,  =  0,  cn^2=  o  et  dn^i=  o. 
Alors  a'=  o  et  b'=  o;  on  a  donc  seulement 

X  =  a  -h  b  sn2 1,         y  =  c'  snt  cnt  dn  t, 

et  par  suite  on  doit  avoir,  en  vertu  de  (i), 

c'2snn(i  —  STï-U){i  —  k^sn^-t) 

=z(a  -h  b  sn-t  —  a)(a  4-  è  sn2^  —  |3)(a  -h  6  sn^  ^  —  yj; 

en  identifiant,  on  a 

(>— a)(a— [3)(a  — y)=  o"; 

donc  une  des  quantités  a,  j^,  y  est  égale  à  a.  Soit  y.=za: 
l'équation  précédente  devient 

c'2(i—  sn2^)(]  —  A-2sn2^)=  6(a—  p  H-  6  sn2?)(a  —  Y  +  6  sn^^) 

et,  en  identifiant, 

—  c'2(l  +  /.'2)=  bi{lOL—  ?  — Y), 

En  ajoutant,  on  a 

o=(a-3)(a  — Y)+^[(a-,3)  +  (a-Y)]+^% 
d'où 

b  =  ^  —  a         ou         Y  —  ''• 

Si  l'on  prend  ^  =  [3  —  a,  on  trouve 

3- a 


c'  =  (P  — a)v/Y  — '^»         >'^"^  = 
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on  a  donc  enfin,  pour  représenter  la  courbe  (i),  les  formules 

I    37  =  a  +  (P  — a)sn2^  =  Î3sn2^-+- acn2/, 

,  )  y  =  (  j3  —  a  )  /y  —  a  sn  i  en  ^  d  11  ^, 

{'1  )  I 


\H\^- 


L'aire  de  la  courbe  pourra,  comme  l'on  voit,  s'exprimer 
aussi  par  le  mo^en  des  fonctions  elliptiques;  on  trouve 

ydx  =  2(P  —  a)"2  v/y  —  a  sn^^cn^^  dn^^  dt. 


XI.  —  Quelques  propriétés  des  courbes  du  troisième  degré. 

Nous  ferons  usage  du  théorème  d'Abel,  démontré  page  i54. 
En  vertu  de  ce  théorème,  si  l'on  coupe  une  courbe  du  troi- 
sième degré 

f{x,y)  =  o 

par  une   courbe  variable  et   si  l'on  appelle  (^x^^y^)^  ..., 

i^Xi^yi),   ...  les  coordonnées  des  points  d'intersection,  on 

doit  avoir 

"^         dxi 

f'ii^i  y)  désignant,  pour  abréger,  la  dérivée  -p*  Nous  ferons 

une  première  application  de  cette  formule  en  supposant  que 
la  courbe  variable  se  réduise  à  une  ligne  droite;  alors  on 
devra  avoir 

dx'i  dxi  dx^         _ 

/2(^i,7i)        fi.{x,,  y^^)       fi{Xi,  y-i)  ~~ 

Nous  allons  appliquer  cette  formule  à  la  courbe  du  troi- 
sième degré  considérée  au  paragraphe  précédent,  représentée 
par  les  équations 

(i)  y'^  =  {x  —  y.){x  —  P)(;r  -  y) 
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ou 

^ 

.r  = 

[i  sn2^ 

-f-  a  cn^?, 

(^) 

)  /y  —  a  sn  ^  en 

t  dn  ^, 

! 

A-- 

t/P: 

-  a 

-  a 

De. 

ces  for  mu 

les  on  tire 

dx 

=  .(?- 

—  a)sn  ^  Cil  ^  dn 

^^^ 

et,  pai 

c  suite, 

6/^ 

idt 

y/y -a' 

or 

y  = 

(3) 

v/( .-?"  - 

-a)(:ï;— ^^Xa-;- 

-T) 

ou 

y-"- —  {x  —  %){x  —  3)(^  — y)  =  o, 


donc  ici  ^  =  ^^r  et  —  =  ^7^;  on  doit  par  suite  avoir,  en 


appelant  ^1  ,Jh  ;  ^0,70  ;  ^3,  J3  les  coordonnées  de  trois  points 
en  ligne  droite  sur  la  courbe  (3), 

dx  1        dx=>        <i.r  3 

Jl  ^2  73 

OU,  en  appelant  ^,,  ^2?  ^3  les  t  de  ces  points, 

dt^  +  (^^2  +  dt:^  —  o 
ou  enfin 

/j_!_  t=i-\-  tz^^  const. 

Ainsi  : 

Théorème.  —  Les  t  de  trois  points  en  ligne  droite  sur 
une  courbe  du  troisième  ordre  ont  une  somme  constante. 

Pour  déterminer  cette  constante,  nous  supposerons  les 
trois  points  sur  l'axe  des  œ  ;  alors  y  =  o,  et  sn  ^  en  ^  dn  ^  =  o  ; 
les  valeurs  de  t  correspondantes  annulent  sn^,  cn^,  dn^  et 

l'on  a 

^1  =  2  m  K  -h  2  m  K'  \J  —  i , 

^2  7=  (  2  m  -^-  I  )  K  -I-  2  ni'  K'  y/—  1 . 

^3  =  (  2  /n  -i-  1  )  K  +  (  2  m'  -f- 1  )  K'  \J  —  1  ; 
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on  trouve  donc,  pour  la  valeur  de  la  constante, 

(4)  ^i4- ^2+ ^3  =  2mK-!-(2m'-h  i)KV— J> 

m  et  jn'  désignant  des  entiers  quelconques. 

Réciproquement,  si  la  relation  (4)  a  lieu,  les  points  t^, 
t2,  ^3  seront  en  ligne  droite;  car,  en  appelant  t'.^  le  ^du  point 
en  ligne  droite  avec  ^,  et  t.2,  on  aura 

^1  -f-  ^2  +  i'i  =  2  /?i  K  -T-  (  2  m'  -f-i  )  K'  /—  j  ; 
donc  ^3  =  t'.^. 

Les  points  crinjlexîon  cVune  courbe  du  troisième  degré 
sont  trois  à  trois  en  lione  droite. 

En  effet,  un  point  d'inflexion  s'obtiendra  en  supposant 
^,  =z  ^o  =  ^3  dans  (4),  ce  qui  donne  pour  son  t 

1î7lK         2/n'-hI   ,,,    / — 

t  =  — V-  — ; K'  s/—  1  ; 

œ  el  y  seront  distincts  en  prenant 

KV^       3KV^       5KV'-^ 
i  =  -^—^    3 '    3 ' 

^~T~"^"y"'       3 


2K 

5KV-1 

2K 

3  ' 

3 

^-T' 

4K 

3   ' 

5KV-1 
3 

4K 

~^"3  ' 

3  3  3 

ce  sont  les  t  des  neuf  points  d'inflexion. 

La  somme  de  trois  quelconques  d'entre  eux  est  de  la  forme 

2/7iK  +(2/7i'+  O^V — ■*  '•)  <ionc  ils  sont  trois  à  trois  en  ligne 
droite.  c.   q.   f.   d. 

Théorème  de  Maclaurin.  —  Si  par  un  point  M  d^ une 
courbe  du  troisième  degré  on  mène  des  tangentes  à  la 
courbe,  les  points  de  contact  autres  que  le  point  M  sont 
tels  que,  si  on  les  joint  deux  à  deux,  les  droites  ainsi 
menées  concourent  en  un  même  point  situé  sur  la  courbe. 

Supposons  que,  par  le  point  ^,  on  mène  des  tangentes  : 
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pour  les  points  de  contact,  t-2  et  ^3  seront  égaux;  on  devra 

donc  avoir 

2  m  K  +  (  2  m'  -4-  i)  K'  y/—  i  —  t\ 
1-2=  (3= ; 

les  quatre  points  de  contact  ont  donc  pour  t 


K'    / ti 

'1                   1 

3KV-« 

'X 

h  K 5 

'2                                 2 

3K'v/-> 
2 

la  somme  de  deux  de  ces  i  est  de  la  forme 

(2m'-M)KV— 1  4-(2/?i  -f-  i)K  —  /i 
ou 

2  /?l'  K'  /—  1  +  2  /?!  K  —  ^1 , 

de  sorte  qu'à  la  première  combinaison  correspondent  le  point 
^1  4-  K  et  à  la  seconde  le  point  t^  +  K^y/ —  i,  tous  deux  sur 
la  courbe. 

aSo/c^^M,,  M2,  M3  les  points  dHntersection  d'une  courbe 
du  troisième  degré  avec  une  droite;  les  tangentes  en  Mi, 
M2,  M3  rencontrent  la  courbe  en  trois  points  en  ligne 
droite. 

En  effet,  soient  ^,,  t^^  t^  les  paramètres  qui  déterminent 
les  coordonnées  des  points  M,,  M^,  M3,  les  tangentes  en  ^,, 
^2,  ^3  couperont  la  courbe  en  des  points  dont  les  paramètres 
seront  84 ,  82,  83,  et  l'on  aura 

Ôj-i-  2?i=  62  +  2^2  =  03  +  2?3  =  2mK  +  (2m'-4-i)K'v/— ~i; 
mais,  comme 

ti^  t2-\-  t^^^imK  -{-{im' ^  i)K'/ —  '; 
il  viendra 

61-f-  62+63^  2mK+(2m'4-i)KV-~i, 
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ce  qui  montre  bien  que  les  points  déterminés  par  les  para- 
mètres 0,,  80,  Os  sont  en  ligne  droite. 
En  particulier  : 

Les  asymptotes  cVuiie  courbe  du  troisième  degré  ren- 
contrent la  courbe  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Ce  théorème  peut  être  généralisé  et  étendu  à  des  courbes 
d'ordre  supérieur  :  ainsi,  si  l'on  coupe  une  courbe  du  qua- 
trième degré  par  une  droite,  les  tangentes  aux  points  d'inter- 
section rencontrent  la  courbe  en  huit  points  situés  sur  une 
conique,  etc. 

XII.  —  Les  points  Steiner  dans  les  courbes  du  troisième  ordre. 

On  appelle  points  Steiner  d^une  courbe  ceux  où  une 
conique  peut  avoir  avec  elle  un  contact  du  cinquième  ordre. 
Voici  comment  on  peut  mettre  ces  points  en  évidence  sur  les 
courbes  du  troisième  ordre. 

Si  l'on  coupe  la  courbe  représentée  par  les  équations  (2) 
du  paragraphe  précédent  par  une  conique,  les  six  points  d'in- 
tersection s'exprimeront  au  moyen  de  six  paramètres  t^^ 
t^,  .  .  . ,  ^c  qui  seront  les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  à  t  dans 
les  formules  (2)  en  question,  pour  que  x  et  y  représentent 
les  coordonnées  d'un  point  d'intersection;  ces  six  paramètres 
satisfont  à  la  relation 

dti-^  dti-i-  . .  .-r-  dtQ  =  o        ou  /  ^  dtj  —  0  ; 

d'où  l'on  déduira 

/  tj  =  const. 

Pour  déterminer  la  constante,  on  peut  supposer  la  conique 
réduite  à  deux  droites,  et  alors,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  tout 
à  l'heure,  si  ^,,  t^,  t^  sont  les  paramètres  des  intersections 
de  la  courbe  avec  l'une  des  droites,  on  aura 

ii-h  t2-h  t3  =  i77iK-\-(2m'-{-  i)KV— ^1 
h-^  h-^  ^6  =  2  mi  K  -i-  (  2  m'i  +  i  )  K'  /—  i , 
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et,  par  suite,  en  appelant  m  et  /?^'  deux  entiers  quelconques, 


2^ti=-  1  m  K  -H  2  ;?«'  K'  y/ —  i . 


K       2K 

^'      3  '       3  -' 

3K 

3   ' 

4K      5K       KV-ï 

K        KV-' 

3  "^        3       ^ 

5K        5KV-I 

'        3    +          3         • 

Réciproquement,  si  cette  relation  a  lieu,  les  six  points 
déterminés  par  les  paramètres  /< ,  ^o,  .  .  . ,  <?c  seront  sur  une 
conique. 

En  un  point  Steiner,  six  points  confondus  sont  sur  une 
conique;  un  point  Steiner  sera  déterminé  par  l'équation 

(  I  )  6  /  =  2  7?z  K  -  h  2  ni!  K'  / —  i  ; 

on  tire  de  là  les  valeurs  suivantes  de  t  fournissant  des  valeurs 
distinctes  de  ^  et  y  : 


('2) 


Ces  valeurs  sont  au  nombre  de  36;  il  y  a  donc  sur  toute 
courbe  du  troisième  degré  36  points  Steiner,  mais  9  de  ces 
points  coïncident  avec  les  points  d'inflexion  où  la  conique 
osculatrice  se  réduit  à  deux  droites  confondues;  il  y  a  donc 
seulement  36  —  9  =  2-  points  Steiner  proprement  dits. 
Il  est  facile  de  voir  que  : 

Deux  points  Steiner  sont  toujours  en  ligne  droite  avec 
un  autre  point  Steiner,  ou  avec  un  point  d' inflexion. 

En  effet,  étant  données  deux  des  quantités  (2),  on  en  trouve 
toujours  une  troisième  dont  la  somme  fasse 

2  771 K  H-  (  2  ni!  -[-  I  )  K'  \l ^  \ . 

Les  points  Steiner  sont  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  les  points  d^ inflexion. 

En    effet,   soient  0    le  paramètre   d'un   point    d'inflexion, 
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t  celui  d'un  point  de  contact  d'une  tangente  menée  par  le 
point  9,  on  a 

2^-1-0  =  2  /?i  K  -f-  (  9.  m'  -f-  r  )  K'  y/—  i , 
3  0  =  2  JUx  K  -f-  (  2  m\  -^  1  )  K'  / —  i  ; 

l'élimination  de  0  entre  ces  équations  montre  que  l'on  a 
6  /  =  '2  /??  2  K  -f-  2  /?z  2  K'  v/ —  I  . 

jn^  et  /??'o  désignant  deux  entiers  comme  m,  m' ^  /??,  et  jïi^. 
La  formule  (i),  à  laquelle  satisfont  les  paramètres  des  points 
Steiner,  montre  bien  que  les  points  qui  nous  occupent  sont 
les  points  Steiner,  car  ils  sont  au  nombre  de  27. 

(Pour  plus  de  détails  sur  les  points  d'inflexion  et  les  points 
Steiner  dans  les  courbes  du  troisième  ordre,  consulter  la 
Thèse  de  M.  Lemonnier.) 

XIII.  —  Sur  les  biquadratiques  gauches. 

Deux  surfaces  du  second  degré,  ou  quadriques,  se  cou- 
pent en  général  suivant  une  courbe  gauche  du  quatrième 
degré,  que  l'on  a  appelée  hiquadratique  gauche;  lorsque 
ces  surfaces  ont  une  génératrice  commune,  la  hiquadratique 
se  décompose  en  une  droite  et  en  une  courbe  appelée  cubique 
gauche. 

Par  une  transformation  liomographique,  on  peut  toujours 
ramener  les  équations  de  deux  quadriques,  et  par  suite  d'une 
hiquadratique  gauche,  à  la  forme 


(0 


il  suffit  pour  cela,  après  avoir  pris  pour  tétraèdre  de  réfé- 
rence le  tétraèdre  autopolaire  commun,  de  transformer  ce 
tétraèdre  en  un  autre  ayant  une  de  ses  faces  à  l'infini;  on 
peut  même,  si  l'on  veut,  supposer  les  trois  autres  faces  rec- 
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tangulaires  ;  les  deux  quadriqiies  se  trouvent  alors  rapportées 
à  leur  centre  et,  en  éliminant  tour  à  tour  z  ely,  on  ramène 
leurs  équations  à  la  forme  (i). 

On  satisfait  aux  équations  (i)  en  posant 

(2)  x  =  7.snt,        yz='^cnf,,         z=i^(dnt. 

La  courbe  (i)  donne  donc  une  représentation  géométrique 
toute  naturelle  des  fonctions  elliptiques. 
Coupons  la  courbe  (i)  par  un  plan  variable 

Ax  H-BjK-f-G-5  +  D  =  o, 

d'après  un  théorème  d'Abel  (démontré  p.  1 58)  ;  on  devra  avoir 
dxi  dx^_  clx-i  dx;^       _ 


(^,,  y^,  z^),  .  .  . ,  (^4,  ^4,  ^4)  désignant  les  coordonnées  des 
intersections  du  plan  et  de  la  courbe  et  cp,  6  désignant,  pour 
abréger,  les  premiers  membres  des  équations  (1).  En  effec- 
tuant les  calculs,  on  trouve 

dxi  dx^  dx^     '     dx,^ 


y  1^1      jK2^2      r-i^i      Yk^k 

ou,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  tirées  de  (2), 

dtx  H-  dti  +  dt-^  -T-  dt'^  =  o, 
c'est-à-dire 

\  ^  =  const., 

en  appelant  t^^  t^^  ^3,  ^4  les  valeurs  de  t  aux  points  où  un 
plan  coupe  la  biquadratique.  On  détermine  la  constante  en 
faisant  coïncider  le  plan  sécant  avec  le  plan  des  zy\  alors  ^4, 
^2,  ^3j  t,,  sont  racines  de  sn^  =  o  et  l'on  a,  en  négligeant  des 
multiples  de  4  K  et  de  4K-V —  I5 
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On  peut  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  quatre  points  d'une  hiquadvatique  sont  dans 
un  même  plan,  la  somme  de  leurs  t  est  ^  o 

Réciproquement,  il  est  clair  que  : 

Si  la  somme  des  t  de  quatre  points  d\ine  hiquadra- 
tique  gauche  représentée  par  les  équations  (2)  est  égale 
à  zéro,  ces  points  sont  dans  un  même  plan. 

Si  l'on  suppose  ti  =  t.2=^  t,i^=  tr^^  le  plan  rencontrera  la 

biquadratique  en  quatre  points  confondus,  il  sera  suroscu- 

lateur  ou  stationnaire;  le  t  du  point  d'osculation  sera  donné 

par  les  formules 

4^  =  0, 

ce  qui  fournit  seize  points  avec  des  coordonnées  différent.es 
correspondant  aux  valeurs  suivantes  de  t 

o,    K,     iK,     3K, 

On  démontrera  facilement  les  théorèmes  suivants  : 

Les  seize  points  stationnaires  sont  quatre  à  quatre  dans 
un  même  plan. 

Car,  trois  d'entre  eux  étant  donnés,  il  s'en  trouve  un  autre 
tel  que  la  somme  de  leurs  ^  soit  ^  o. 

Deux  points  dont  la  somme  des  t  est  constante  sont  tels 
que  la  droite  qui  les  joint  engendre  une  surface  du  second 
ordre  passant  par  la  biquadratique  :  on  peut  obtenir  de  tels 
points  en  coupant  labiquadratique  par  un  plan  passant  par 
deux  points  fixes  de  cette  biquadratique. 

Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes 
à  la  biquadratique  est  une  courbe  plane  unicursale  du  qua- 
trième ordre^  ligne  double  de  la  suif  ace  développable  lieu 
des  tangentes  à  la  biquctdratique. 
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Toutes  ces  propriétés  et  beaLicoup  d'autres  sont  des  con- 
séquences de  la  formule 

i 

Pour  terminer  cet  aperçu,  nous  démontrerons  un  théorème 
récemment  découvert  par  M.  Gaylej,  et  qui  découle  des  con- 
sidérations précédentes.  Coupons  la  courbe 

par  le  plan 

ax  -\-  h  y  -^  c;5  -f-  I  —  o, 

a^  h,  c  désignant  des  constantes,  l'équation 

aswt  -V-  b  cnt  -^'  c  dn  ^  -I-  i  —  o 

en  t  qui  en  résulte  détermine  quatre  valeurs  de  t  dont  la  somme 
est  E^  o.  Si,  dans  cette  équation,  on  exprime  tout  en  fonc- 
tion de  sn^,  de  cn^  ou  de  dn^,  on  obtient  des  équations  du 
quatrième  degré  qui  sont  les  suivantes,  où  l'on  n'a  écrit  que 
les  premiers  et  les  derniers  termes,  seuls  utiles, 

(  \  -^  b  -^  c){  —  \  -^  h  -\-  c){\  —  b  -^  c){\  -^  b  ~  c) 

\  {a\/—  I  -f-  6  -i-  c  A-)( —  a  y/ —  i  -^-  b  -i-  c  k)  j 

(  X  {a\/—  \  —  b  -\-  ck){a  /—  n-  6  —  c  k)\ 

(  a  -}-  I  -L-  ck').  . . 

en'*  t...- -= — =o, 

(  a  y/ —  i  -r-  b  -T-  ck).  .  . 

dn^^...H :— =0. 

( a  y —  \-\-  b  -~  ck).  . . 

On  en  conclut,  en  appelant  ^< ,  ^o?  ^3?  t^  les  t  des  quatre  points 
de  la  courbe  situés  dans  le  plan, 

k-  K'2  sn  tx  sii  ^2  sn  ^3  sn  ^4 

—  k^-  en  ti  en  t^  en ^3  en  ^4  +  dn  ti  dn  t^  dn  t^  dn  ^4  =  k'-\ 

telle  est  la  relation  qui  lie  les  fonctions  elliptiques  sn,  en, 
dn  de  quatre  quantités  satisfaisant  à  la  relation 
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A  cette  relation  correspond  la  suivante 

qui  lie  les  coordonnées  de  quatre  points  de  la  biquadratique 
(i)  situés  dans  un  même  plan. 

XIV.  —  Surfaces  monoïdes  de  M.  Cayley. 

M.  Cajley  appelle  surfaces  monoïdes  {Comptes  rendus, 
t.  LIV  et  LVIII)  les  surfaces  représentées  par  une  équation 

de  la  forme 

^  =  0(;r,7), 

ô  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  àey.  Si  l'on  sup- 
pose cette  surface  d'ordre  /?z,  on  pourra  poser 

,  ,  _  ?(-2^,  7) 

cp  désignant  un  polynôme  de  degré  m  et  tL  un  polynôme  de 
degré  m  —  i . 

La  surface  monoïde  (i)  a  un  point  multiple  d'ordre  m  —  i 
à  l'infini. 

Toute  courbe  gauche  est  V intersection  d^ une  monoïde 
et  d' un  cylindre. 

En  effet,  soient  P  =:-  o,  Q  =  o  les  équations  d'une  courbe 
gauche,  entre  ces  deux  équations  on  peut  éliminer  ^,  ce  qui 
donne  une  équation  de  la  forme 

Cette  équation  (9.)  exprime  que  P  =  o,  Q  =  o  ont  une  solu- 
tion commune  z,  laquelle,  comme  on  sait,  s'exprime  ration- 
nellement en  X  eiy^  on  peut  donc  poser  (1) 
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La  courbe  gauche  considérée  est  donc  bien  Fintersection^du 
cylindre  (2)  et  du  monoïde  (i). 

Un  plan  coupe  la  courbe  (i),  (2)  en  mn  points,  si/=o 
est  de  degré  n  et  si  la  monoïde  (1)  est  de  degré  m.  Toutefois, 
la  courbe  (i),  (2)  ne  sera  que  du  degré  mn  —  a,  si  a  désigne 
le  nombre  des  solutions  communes  à 

/  =  o,         0=0,         '1^=0; 

si  ces  équations  ont  effectivement  a  solutions  communes,  (i), 
(2)  représenteront  a  droites  parallèles  à  l'axe  des  y  et  une 
courbe  d'ordre  mn  —  a. 

XV.  —  Cubiques  gauches. 

On  a  donné  le  nom  de  cubiques  gauches  aux  courbes  d'in- 
tersection de  deux  quadriques  ayant  une  génératrice  com- 
mune. Les  équations  d'une  cubique  gauche  peuvent  donc 

être  ramenées  à  la  forme 

i 
P^  -i-Qj  =0, 

P,  Q,  P',  Q'  désignant  des  polynômes  entiers  da  premier 
degré  en  x^  y,  z.  Mais  ces  équations  représentent  avec  la 
cubique  l'axe  des  ^,  à  savoir  ^  ==  o,  y  ^=  o. 

Une  transformation  homographique  ramènera  ces  équa- 
tions à  la  forme 

Gy  —  HiT  =  o, 

G^  —  H^  =0, 
où  l'on  peut  supposer  ^  =  i,  ce  qui  donne 

G  __  X  _  z 

G  et  H  désignant  deux  polynômes  du  premier  degré.  On  tire 

de  là 

tx 


y  ' 


Gj-H 
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Si,  dans  Gy  —  Rx,  on  remplace  z  par  sa  valeur,  on  est  ra- 
mené aux  équations 


(I)  ^    ^ 

(  Mj  — N^  =  o, 

où  M  et  N  sont  de  second  degré,  mais  ne  renferment  plus  z. 
Le  monoïde  est  ici  un  paraboloïde  hyperbolique;  quant  au 
cylindre,  il  est  du  troisième  degré,  mais  il  est  facile  de  voir 
que  sa  base  présente  un  point  double  ^  =  o,  jk  =  o  ;  en  efïet, 
si  l'on  pose 

G  =  ax  -h  h  y  -}-  cz  -f-  cl, 

H  =  a'x -]- b'y-h  c'z -h  d, 

l'équation  (i)  devient 

[(ax-^  by  -t-  d)y  +  cx]y  -^[{a' x  +  b' y  +  d')y  +  c' x]x  =  o, 

et  il  est  clair  que  l'origine  est  un  point  double. 
La  courbe  (i)  est  donc  unicursale  et,  si  l'on  pose 

X 

y 

on  pourra  représenter  cette  courbe  unicursale  au  moyen  des 
deux  équations 

uo{u)  t»(u) 

X  =   — -î ,  y  ^=2     '    ■       ■ 

cp(«^)  et  <j;(w)  désignant  des  polynômes  du  second  degré;  de 
sorte  que  la  cubique  gauche  pourra  être,  eu  définitive,  repré- 
sentée par  trois  équations,  telles  que 

_  u^(u)  ^  o(u) 

t  désignant  une  constante,  si  l'on  veut,  égale  à  un.  L'emploi 
des  fonctions  elHptiques  n'est  donc  plus  nécessaire  pour 
représenter  les  cubiques  gauclies. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  ^3 
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Résumé  des  principales  formules  elliptiques. 

T.X  IIZX  ,  „s  nT.x  

Tca?  inx  „î  ÏIT^X 

H(^)=2^^sin^-2^*sin— j^+...±:2^^    ^    ^    sin ^-|t +••• 

1        '7r;r             ^        Sua:                        /2«+i\2        (2^  —  1)71^ 
n,(:r)  =  2^*cos— +2g*cos-^-^...+  2^^    2    /  cos ^ 

1  TT^  /  TZX  \  l  '^■^ 

=  A2^^C0S-^I    1  +  2^2  COS-^  +  ^M(   H-2^^C0S^  + 

A   =(1—  ^2)(,_^4)...(i_^2«)..., 


H(o)  =0,  e(K'v/— 0  =  «' 

Hi(K)  =  o,        ei(K  +  KV^)  =  o- 

II(^  +  K)  =  Hi(^);         Hi(^  +  K)=-H(;r). 

B  =  e      ^K 

0(a7  -f-  2K'  v/^=^)  =  -  A  0(^),  61  {x  -H  2K'  v/=l)  =  A  0i(^), 

H(a7  4-  2K'  v/=^)  =  -  A  H(;r);         II, (^  -l-  2K'  v/=^)-  AHi(^). 
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cna7 


k'  Hi(a7)  /y-,^   e(o) 


s/k  ^     ay^H-2y»-t-... 

1  —  2^  -f-  2^* — ,  .  .  ' 


Ks/k 


1  -h  2^  +  2<7*  +  .  .  , 


1  +  25'  4-  2<7* -f-.  .  . 


01  ( 


0)  =  /^,      e.(o)  =  /î^'. 


O(^) 


=  20*  cosh  -^  + 
2K 


A2/> 


4  cosh   -^/ 

2  K  V 


2p 


I  H-  2/>2  COS 


2K' 


>*)(  n-2/>4cosh  ^  -+-^i 


«l(-r) 


i(^) 


rii{x)  = 


H-2/?C0Sh^   -{-2/>*C0Sh  ^-f-...^-  2/?"'- cosh   ^+... 

A^i+^cosh^  +^2V,_^^3cosh^  -^pA.,,^ 
2^i3inh^_.p!sinh^+..    -.^(^)\inh^u^qF.. 

2/^' Sinh   ^  (^I  -  2/?2  cosh  ^  +y,4Vi  _  ^^4  cosh  :^  -^  ^S  V     .  , 
1  —  2/?  cosh   ^+2/?^  cosh   ^— 2/>3cosh^+... 

iv  j\  K 

=  A  M  —  2/?  COS  h  -^  H-^2  W  ,  _  ., 


=  A 


T.X 


>./)3cOsh   ^  +^6  J.  _ 


A=(l-^2)(l_^4)([_^6)...^ 
K 

p  =  e      ^. 

^i(o)  =  o,  0(kV^)  =  o, 

-/]i(K)  =  o;         Oi(K4-K'/I=T)  =  o. 

^  _  -^  _  ^i    ^1    ^  st* 


c= 
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snx. 

en  a?. 

dna7. 

4K, 

Périodes 

4K,  2KV--1 

2K  +  iK'  \/—i 

9.K,  4KV— • 

Zéros 

0,  iK 

K,  -K 

K  H-  K'  / —  1 , 

-k  +  kV-i 

Infinis 

kV-«, 
^k  +  kY—i 

Id. 

Id. 

Pour  X  ■= 

VALEURS    DE 

dn^. 

snx. 

cnx. 

0 
K 

2 

K'v/-i 

1 

K 

2K 

2KV-T 
2K  +  KV-I 

k-i-kV-i 

i . — 

0 

I 

—  =  /i  +  A- 

-  /i 

A' 

I 

00 
—  I 

00 

0 

/       J^' 

0 

00 

—  I 

00 

'''  1 — 

I 

I 
0 

00 

0 

GO 
I 
1 

sn(  —  37)=  —  sna7,  sn(2K  ±  37)  =  zfi  sn^r, 

cn( — ^)  =       cn;r,  cn(2K  zh  a?)  =  zp  cn^, 

dn( — ic)  =       dna?;         dn(2Kdz^)=:       dna". 


sn(K  +  a:)  = 


dna? 


sn(K  —  x) 


dna? 


,,  sn^  ,^^  ^       ,,  sn^ 

cn(K  +  ^)=.-//;r-.  cn(K-^)=.A-'^— , 


dn^ 


dn(K-T-^) 


dn^ 


dn(K  —  x)  — 


dn^ 
k' 
dna? 
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sn(2KV — i-i-  x)  =^  sncc, 
cn(2KV— I  -1-  ^)  —  —  cna-, 
dn{iK'  \/ — i-\-  x)  =  —  dna7. 


I 


sn(KV— 1  +  ^)=  7 — 
^      ^  '       Asn 

(       I X  /— I   ànx 

en  {  K  J —  I  -i-  37  )  = -, —  7 

^      '^  ^  A-       sna? 

dn  (  K'  / —  n-  ^)  =  —  \J  —  1 


en  37 
sna? 


r  sn37  pour  07  =  K' \/ —  i  =  y  > 

r  en  37 =  —  V  —  I  7  ' 

K^  K 


r  dn37 =  —  / —  1. 


r  sn37  pour  37  =  aKn-  K'  \l —  i  =  —  -r  ; 

O^  A 


r  cn37. 


v^-i 


r  dno:- =  y/—  i . 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.    Dans  un  triangle  sphérique  dont  les  angles  sont  A,  B,  G  et  es 
côtés  a,  è,  c,  on  peut  faire 

sina  =  sn  ?«, 

sin6  =  snç^, 

sine   =  sn(i^  H-  p), 

sin  A  =  A'  sn  w, 

sinB  =  k  snp, 

sin  G  =  /t  sn(w  -f-  ç^); 


C0S(2 

= 

en  M, 

cos6 

= 

cn(^, 

eosc 

= 

en(w-4-  p), 

cosA 

= 

dn  w, 

cosB 

= 

dnp, 

cosG 

= 

-dn( 

w  +  v). 

(Gl. 

MSIIER 

•) 
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2.  Appliquer  le  théorème  de  Liouville  (p.  274)  au  développement 
de  sn{mx  -+-  a)  en  fonction  de  sniî7  et  de  sn'a?. 

3.  Appliquer  le  théorème  de  Liouville  au  calcul  de  snx  en  fonc- 
tion du  sinus  amplitude  correspondant  à  une  période  m  fois  plus 
petite. 

4.  Trouver  les  zéros  et  les  infinis  de  cnaj  +  y/ — i  sna?.  (Lemon- 
NiER,  Annales  de  l'École  Normale^  a  étudié  les  propriétés  de  cette 
fonction;  1878.) 

5.  On  a,  en  appelant  F(sn2a7)  et/(sn2^)  des  fonctions  des  degrés 
n  et  n  —  2  en  sn^^r, 

F(sn^^)+/(sn^x)^  =  G  H(^-«.)H(^---a,)        H(^-aj^ 

■  /      ^  V  '      dx  02/i(^^^ 

G  désignant  une  constante  et  «i,  «o?  •••?  cin  les  zéros  du  premier 
membre.  (Hermite,  Notes  au  Traité  de  Lacroix.) 

6.  Reconnaître  si  une  intégrale  de  différentielle  binôme  est  expri- 
mable en  termes  finis,  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  ou  au  moyen 
des  fonctions  hyperelliptiques. 

7.  Appliquer  la  méthode  de  Fourier  au  développement  d'une  fonc- 
tion doublement  périodique  en  série  trigonométrique. 

(  Voir  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques.) 


8.  On  a 


X 


/:2  sna  cna  dn<2  sn^a?  c^^  6'(a) 

X 


1  ,      6(37  —  a) 


/ 


I  — A"2sn2asn2a7  e(a)        2     ^<d{x-^a) 

^       A-2sn<2  cn<2cn2^         _  0'i(a)        i        &{x  —  a) 

\      dna(i  — Â:2sn2asn2^)  =~^  e(a)  ~  2  ^^Q{x^a)' 

swacnaànadx  %'(a)        i,      Yl(a-\-x) 


I. 


,^         sn2a  —  sn2^  e(a)        2     ^U{a  —  x) 

(Jacobi.) 

9.  Si  l'on  a 

f{x)  =  A  4-  B^  +  C^2  H_  D^3^ 


l'intégrale  de  l'équation 


3 


[f[x)]    'dx  +  [f{y)]    ^dy  =  o 
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sera 

a  désignant  une  constante  arbitraire 

(Mag-Mahon,  Qiiarterlj  Journal;  i883.) 

10.  Quelques  auteurs  (Weierstrass,  Halphen,  Houel,  . . .  )  ont  fondé 
la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  sur  la  considération 
de  la  fonction 

du 


\/\u^  —  giU~gs 
et  de  son  inverse 

u=p{z); 

l'emploi  des  fonctions/»  est  peut-être  plus  simple  que  celui  des  fonc- 
tions sn,  en,  dn  ;  mais,  comme  la  plupart  des  bons  Mémoires  sont  écrits 
dans  la  notation  de  Jacobi,  nous  avons  cru  devoir  la  conserver  avec 
M.  Hermite. 

(Voir  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  par  G. -H.  Halphen.) 
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CHAPITRE  XL 

ÉTUDE  DES  FONCTIONS  ABÉLIENNES. 


I.  —  Préliminaires. 

Dans  ce  Chapitre,  nous  allons  faire  une  étude  rapide  des 
intégrales  des  fonctions  algébriques  d'un  genre  supérieur  à 
un;  ces  intégrales  sont  ce  que  l'on  appelle  proprement  des 
intégrales  abéliennes. 

On  peut  étudier  les  propriétés  des  intégrales  abéliennes 
par  les  méthodes  de  Gauchy,  ainsi  que  l'ont  fait  successive- 
ment MM.  Clebsch  et  Gordan  et,  plus  récemment,  Briot. 
Toutefois,  les  méthodes  imaginées  par  Riemann,  élucidées 
et  perfectionnées  par  MM.  Neumann,  Glebsch,  Lûroth,  nous 
paraissent  plus  simples  et  plus  rapides  (^). 

Nous  commencerons  par  exposer  un  mode  de  représenta- 
lion  des  fonctions  imaginaires  inventé  par  Riemann,  et  qui 
servira  de  base  à  nos  recherches  ultérieures. 

[Riemann,  sa  Thèse,  Gottingue,  i85i  (Théorie  der  abels- 
chen  Functionen;  —  Journal  de  C  r  elle- B  or  char  dt,  iSS^) 
—  ou  ses  Œuvres  complètes.] 

II.  —  Surfaces  de  Riemann. 

Considérons  la  fonction  z'"^  :  elle  possède  m  valeurs  en 
chaque  point  du  plan,  valeurs  qui  se  permutent,  comme  l'on 
sait,  autour  de  l'origine. 

(')  L'emploi  des  surfaces  de  Riemann  n'est  pas  absolument  nécessaire  en 
Analyse,  mais  nous  croyons  devoir  en  faire  usage  pour  faire  connaître  un 
langage  employé  surtout  par  les  géomètres  allemands. 
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Par  l'origine  O  faisons  passer  une  ligne  indéfinie  dans  un 
sens  OL  et  limitée  au  point  O,  et  fendons  le  plan  sur  lequel 
on  représente  les  imaginaires  suivant  la  ligne  OL;  traçons 
enfin  une  courbe  fermée  MNPM  autour  du  point  O. 

Cela  fait,  partons  du  point  M  et  faisons  suivre  à  la  variables 

le  contour  MNPM,  avec  une  valeur  initiale  Uq  de  5'";  inscri- 
vons, chemin  faisant,  en  chaque  point  du  contour  les  valeurs 

correspondantes  de  i;'",  nous  arriverons  au  point  de  départ  M 

avec  la  valeur  11^6    '"    de  z"^.  Plaçons  au-dessous  du  plan  sur 
lequel  on  a  représenté  jusqu'ici  les  imaginaires  un  autre  plan 

Fis.  II. 


parallèle  infiniment  voisin,  fondons-le  également  suivant  la 
projection  de  OL,  et  soudons  le  bord  droit  de  la  coupure  OL 
du  plan  supérieur  avec  le  bord  gauche  de  la  coupure  OL  du 
plan  inférieur,  puis  continuons  à  faire  cheminer  le  point  ^, 
non  plus  sur  le  premier  plan,  mais  sur  le  second  le  long  de  la 

projection  de  MNPM  sur  le  second  plan,  en  continuant  à 

j. 
inscrire,  chemin  faisant,  les  diverses  valeurs  de  z'"\  nous 

2 

arriverons  de  nouveau  en  M  avec  la  valeur  Uq  '"  ;  plaçons 
au-dessous  du  second  plan  un  troisième  plan  parallèle  et 
infiniment  voisin  fendu  suivant  la  projection  de  OL,  en  sou- 
dant le  bord  droit  de  la  seconde  coupure  avec  le  bord  gauche 
de  la  troisième;  continuons  à  faire  cheminer  z  sur  le  troi- 
sième plan,  et  ainsi  de  suite.  Quand  nous  aurons  parcouru  la 
projection  de  MNPM  sur  le  m^^°'''plan,  nous  reviendrons  en  M 
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avec  la  valeur  Uq  ;  alors,  soudant  le  bord  droit  de  la  m^^"^^  cou- 
pure avec  le  bord  gauche  de  la  première,  nous  repasserons  sur 
le  premier  plan. 

L'ensemble    des  plans  dont  nous  venons  de  faire    usage 
constitue  une  surface  de  Riemann ;  en  chaque  point  d'une 

pareille  surface,  la  fonction  ^"^  n'a  qu'une  seule  valeur,  si 
l'on  convient  de  ne  jamais  franchir  OL  en  restant  sur  le  même 
plan,  mais  de  passer  par  les  soudures  comme  sur  un  pont* 
Considérons  encore  la  fonction 

u  =.  sji^z  —  a ) ( ,c  —  b)\ 

joignons  les  points  a  ei  h  par  une  ligne  droite  ou  courbe  et 
fendons  le  plan  sur  lequel  on  représente  la  variable  z  suivant 

Fis:.  12. 


cette  ligne  ab.  Si  l'on  décrit  une  courbe  fermée  quelconque 
qui  ne  coupe  pas  ab^  le  point  z  revient  au  point  de  départ 
avec  la  valeur  initiale  de  la  fonction  u\  il  n'en  est  plus  de 
même  quand  le  contour  fermé  décrit  par  le  point  z  coupe 
une  fois  la  ligne  ab. 

Plaçons  au-dessous  du  plan  sur  lequel  on  représente  la 
variable  z  un  second  plan  parallèle  infiniment  voisin,  fen- 
dons-le suivant  la  projection  ab^  soudons  le  bord  droit  (par 
rapport  à  l'observateur  regardant  dans  le  sens  de  la  flèche) 
de  la  coupure  supérieure  de  ab  avec  le  bord  gauche  de  la  cou- 
pure inférieure  et  vice  versa,  puis  faisons  parcourir  à  z  une 
courbe  MNPM  entourant  le  point  a;  si  -z  est  parti  de  M  avec 
la  valeur  initiale  u^  de  a,  il  revient  en  M  avec  la  valeur  —  Uq. 
Supposons  que  l'on  ait  inscinten  chaque  point  z  du  parcours 
de  la  variable  la  valeur  correspondante  de  u  ;  continuons  à  faire 
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cheminer  ^,  mais  sur  le  plan  inférieur  en  suivant  la  projec- 
tion de  MNPM,  on  reviendra  en  M  avec  la  valeur  initiale  Uq 
de  u;  et  si,  chemin  faisant,  on  a  inscrit  en  chaque  point  z  la 
valeur  de  u  correspondante,  on  voit  que,  sur  la  surface  ainsi 
constituée  par  nos  deux  plans  fendus  et  soudés,  la  fonction  u 
n'aura  jamais  qu'une  seule  valeur  bien  déterminée,  pourvu 
que  l'on  ne  fasse  jamais  franchir  au  point  z  la  coupure  ab 
sans  le  faire  passer  d'un  plan  au  plan  voisin.  La  surface  dont 
nous  venons  de  faire  usa^e  est  encore  une  surface  de  Riemann. 
Nous  pourrions  multiplier  les  exemples  à  l'infini,  et  nous 
montrerons,  mais  plus  loin,  que  toute  fonction  algébrique 
peut  être  considérée  comme  n'ayant  qu'une  seule  valeur  en 
chaque  point  d'une  surface  convenablement  formée  de  plans 
superposés,  fendus  et  soudés. 

III.  —  Propriété  des  fonctions  qui  peuvent  être  représentées 
au  moyen  des  surfaces  de  Riemann. 

D'une  manière  générale,  nous  appellerons  surface  de  Rie- 
mann une  surface  formée  de  plans  superposés  parallèles  et 
infiniment  voisins;  ces  plans  pourront  être  fendus  suivant 
certaines  lignes  dites  de  passage;  aucune  de  ces  lignes  ne 
pourra  être  franchie  par  un  mobile  assujetti  à  demeurer  sur 
la  surface,  sans  que  ce  mobile  passe  d'un  plan  à  un  autre.  A 
cet  eff'et,  on  pourra  supposer  les  bords  des  coupures  conve- 
nablement soudés,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut. 

En  chaque  point  d'une  pareille  surface,  représenté  par  ses 
coordonnées  x^  y  ou  par  l'imaginaire  x -\- y  \J — i  =  ^,  on 
pourra  inscrire  une  valeur  arbitraire  fonction  de  x  et  y. 

Toute  fonction  qui  n'aura  jamais  qu'une  dérivée  relative 
à  z  sera  dite  mono  gène  ;  toute  fonction  qui  en  chaque  point 
d'une  surface  de  Riemann  n'aura  jamais  qu'une  seule  valeur 
sera  dite  monodrome  sur  cette  surface. 

Une  fonction  monodrome,  monogène,  finie  et  continue 
sur  une  portion  de  surface  de  Riemann,  est  dite  synectiqae 
sur  cette  portion  de  surface. 
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IV.  —  Sur  l'ordre  adelphique  des  surfaces. 

Une  surface  est  dite  monadelphe  (^)  quand  elle  est  par- 
tagée en  deux  morceaux  distincts  et  capables  d'être  séparés 
l'un  de  l'autre  au  moyen  d'une  coupure  allant  d'un  point 
quelconque  de  son  contour  à  un  autre.  Toute  surface  fermée 
(comme  une  sphère  ou  un  plan  que  nous  supposons  fermé  à 
Finfîni)  sera  censée  trouée  quelque  part  et  le  trou  constituera 
im  contour.  A  ce  point  de  vue,  le  plan  sur  lequel  on  représente 
les  imaginaires  est  une  surface  monadelphe,  parce  qu'une 
ligne  quelconque  indéfinie  dans  les  deux  sens  le  partage  en 
deux  morceaux  distincts  et  capables  de  se  déplacer  indépen- 
<lamment  l'un  de  l'autre. 

Une  surface  est  diadelphe,  quand  on  peut  la  transformer 
en  surface  monadelphe  au  moyen  d'une  coupure  allant  d'un 
point  à  un  autre  de  son  contour,  sans  jamais  rencontrer  le 
contour  entre  ces  deux  points. 

Une  surface  trladelphe  est  celle  qui  peut  être  transformée 
'en  surface  diadelphe  au  moyen  d'une  coupure  allant  d'vin 
point  à  un  autre  de  son  contour,  sans  jamais  rencontrer  le 
eontour  de  l'aire  dans  l'intervalle,  etc. 

Exemples.  —  L'aire  d'une  couronne  circulaire  est  dia- 


delphe, parce  que  l'on  peut  la  transformer  en  surface  mona- 
delphe au  moyen  d'une  droite  telle  que  ah  allant  de  l'un  des 
points  a  de  son  contour  à  un  autre  h.  La  ligne  ah^  que  l'on 
doit  alors  considérer  comme  une  ouverture  pratiquée  dans  la 


(*)  Einfach  zusammen  haiigend,  d'après  Riemann 
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surface,  lui  sert  alors  en  quelque  sorte  de  double  contour,  et 
il  est  bien  clair  que  la  nouvelle  surface  ainsi  obtenue  est 
monadelphe,  car  une  coupure  quelconque  allant  d'un  point 
de  son  contour  à  un  autre  la  morcelle. 

Si,  dans  une  couronne  circulaire,  on  pratique  un  trou  cir- 
culaire, une  coupure  telle  que  ab  la  transformera  en  sur- 
face diadelphe  et  une  seconde  coupure  cd  en  surface  mona- 


delphe, car  toute  nouvelle  coupure  faite  en  considérant  ab 
et  cd  comme  des  ouvertures  infiniment  minces  morcellera  la 
surface,  etc. 

Nous  appellerons  section  toute  coupure  allant  d'un  point  du 
contour  de  l'aire  à  un  autre  point  de  ce  contour,  sans  rencon- 
trer ailleurs  les  contours  de  l'aire;  on  considère,  bien  entendu, 
comme  faisant  partie  des  contours  de  l'aire  :  i"  les  sections 
déjà  pratiquées  dans  l'aire  ;  2"  la  section  même  que  l'on  trace. 
On  appelle  rétrosection  (^)  une  coupure  qui,  partant  d'un 
point  même  de  l'aire,  revient  à  ce  point  sans  avoir  jamais 
rencontré  un  contour  de  l'aire. 

Théorème  I.  —  Si  Von  considère  un  ensemble  S  de  sur- 
faces monadelphes  ou  polyadelpJies,  et  si  Von  pratique 
dans  ces  surfaces  un  nombre  total  jj.  de  sections  parta- 
geant ces  surfaces  en  surfaces  monadelphes  en  nombre  v, 
le  nombre  jj.  —  v  ne  dépend  pas  de  la  manière  dont  les  sec- 
tions ont  été  menées. 


('  )  Ruckerschnitt. 
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En  effet,  faisons  dans  S  un  premier  système  de  sections  en 
nombre  p.  et  un  second  système  de  sections,  indépendant  du 
premier,  en  nombre  ^' .  Supposons  que  le  premier  système 
fournisse  v  surfaces  monadelphes  et  le  second  v';  soit  A"  le 
nombre  des  points  où  le  premier  et  le  second  système  de 
sections  se  croisent. 

Si  l'on  commence  par  mener  le  premier  système  de  sec- 
tions, le  second  système  de  sections  rencontrera  l'ancien 
contour  de  l'ensemble  de  nos  surfaces  en  2^'  points  (double 
du  nombre  de  ces  sections)  et  le  nouveau  contour  formé  par 
le  premier  système  de  sections  en  2k  points;  à  ces  2!i.'4-  2k 
points  correspondront  [J.'-t-/r  sections  proprement  dites.  Si 
l'on  avait  commencé  par  mener  le  second  système  de  sections, 
le  premier  système  aurait  introduit  |ji  +  A'  sections  nouvelles. 

Le  nombre  total  des  morceaux  dont  se  composera  l'en- 
semble de  nos  surfaces  après  l'introduction  des  deux  systèmes 
de  sections  peut  s'évaluer  de  deux  manières  :  1°  il  est  égal 
au  nombre  des  morceaux  v  monadelphes  fourni  par  le  pre- 
mier système  de  sections,  augmenté  du  nombre  [a'+  k  des 
sections  introduites  par  le  second  système  (^)  :  il  est  donc 
-égal  à  V  4-  [jl'-I-  k',  2"  il  est  aussi  égal  à  v'-j-  [ji  +  A",  donc 


on  en  conclut 


dette  démonstration  suppose  les  k  points  de  rencontre  des 
sections  situés  à  l'intérieur  de  nos  surfaces  et  non  sur  leur 
<iontour^  mais,  s'il  s'en  trouvait  un  sur  leur  contour,  il  fau- 
drait évidemment  remplacer  k  par  k  —  i,  et  nos  conclusions 
subsisteraient  entièrement. 

Si  l'on  considère  une  aire  monadelplie,  pour  cette  aire 
[i.  —  V  peut  s'obtenir  en  faisant  [Ji  =  i  ;  alors  v  =  2,  et  l'on 
a  [JL  —  V  =  —  I . 

Si  l'on  considère  une  surface  diadelphe,  on  pourra  faire 

(')  Chaque  section  partage  une  surface  monadelphe  en  deux  morceaux. 
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jji  =  I ,  et,  comme  v  =r  i ,  -j.  —  v  sera  égal  à  o  ;  alors  jj.  —  v  =  o  ; 
pour  une  surface  triadelphe,  on  aurait  jji  —  v  =  i ,  etc.  ;  donc, 
N  étant  l'ordre  adelpliique  d'une  surface,  on  a 

N  =   [X  —  V  H-  2 . 

C'est  ce  nombre  ji.  —  v  -|-  2  que  nous  prendrons  pour  la  défi- 
nition de  l'ordre  adelphique  d'un  système  de  surfaces. 

Théorème  II. —  Soit  N  V ordre  adelphique  d' un  système 
de  surf  aces  ;  si  l^  on  y  pratique  n  sections,  on  les  transfor- 
mera en  un  système  de  surfaces  d'ordre  N  —  n. 

En  effet,  soit  [i.  le  nombre  de  sections  qu'il  faudrait  faire 
pour  transformer  nos  surfaces  en  v  morceaux  monadelphes. 
On  aura  par  définition 

N  —  [i.  —  V  +  2. 

Si  l'on  pratique  une  section,  le  nouvel  ordre  N,  s'évaluera 
en  observant  qu'il  faudra  faire  \k  —  i  sections  pour  partager 
les  surfaces  en  v  morceaux  monadelphes;  donc 

Ni  =  [X  —  I  —  V  -f-  2, 
donc 

N,  =  N  — I. 

Si  l'on  pratique  deux  sections  et  si  l'on  appelle  No  le  nouvel 
ordre  de  nos  surfaces,  on  aura 

N2  =  Ni  — i  =  N  — 2; 

et  ainsi  de  suite,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorème  III.  —  Une  rétrosection  ne  modifie  pas  V ordre 
adelphique  d'un  système  de  surfaces. 

En  effet,  soient  N  l'ordre  d'un  système  de  surfaces,  N'  ce 
que  devient  cet  ordre  après  une  rétrosection  :  d'un  point  de 
la  rétrosection  menons  une  coupure  qui  aboutisse  au  con- 
tour de  l'aire,  l'ensemble  de  la  coupure  et  de  la  rétrosection 
forme  une  section^  si  bien  que  l'ordre  N'^  de  notre  ensemble 
de  surfaces  sera 

]\"=N-i: 
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mais  on  a  aussi 

N"=N'— 1, 
donc  N  =  N'.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  IV.  —  L'ordre  adelphique  N  d'une  surface 
est  égal  au  nombre  de  sections  n  quHl  faut  pratiquer  pour 
la  rendre  nionadelphe,  augmenté  de  un. 

En  effet,  l'ordre  d'une  surface  nionadelphe  étant  -f-  i,  on  a 
N  —  /i  =  H-  I  ou  N  —  7z  H-  I . 

Théorîlme  V.  —  L ordre  adelphique  d'une  surface  est 
égal  au  nombre  de  ses  contours  augmenté  d\ui  nombre 
pair  positif  ou  nul. 

En  effet,  soient  N  l'ordre  adelphique  d'une  surface,  C  le 
nombre  de  ses  contours;  toute  section  pratiquée  dans  la  sur- 
face augmente  ou  diminue  d'une  unité  le  nombre  de  ses  con- 
tours, suivant  que  ses  extrémités  aboutissent  au  même  con- 
tour primitif  ou  à  des  contours  différents;  mais  toute  section 
diminue  son  ordre  d'une  unité. 

Donc,  au  moyen  de  N -f- i  sections,  on  peut  rendre  le 
nombre  de  ses  contours  égal  à  C  —  (IN  -h  i) (2  A-  H-  i),  et  son 
ordre  égal  à  +  i^  elle  sera  alors  monadelphe  et  le  nombre  de 
ses  contours  sera  égal  à  un  ;  donc 

I  =  G— (N4-I)(2Â--M) 

ou 

2A-NH-2A--f-N  ==  G; 

G  diffère  donc  de  N  d'un  nombre  pair.  c.  q.  f.  d. 


V.  —  Ordre  adelphique  des  surfaces  de  Riemann. 

Une  surface  de  Riemann  n'est  pas  nécessairement  mona- 
delphe, bien  qu'elle  puisse  s'étendre  à  l'infini.  En  supposant 
qu'une   pareille    surface   s'étende   à  l'infini,   on   la  suppose 
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fermée  (')  et  contenant  seulement  une  ouverture  infiniment 
petite;  son  ordre  sera  donc  impair;  donc  : 

Théorème  I.  —  Toute  surface  de  Rlemanii  est  cVun  ordre 
adelphique  impair^  et  elle  devient  monadelphe  seulement 
au  moyen  d'un  nombre  de  sections  pair  ip. 

Théorème  IL  —  Soit  une  surface  de  Riemann  formée 
de  m  plans  superposés;  soient  iv  le  nombre  de  ses  points 
de  ramification^  n^ ,  /lo,  .  . . ,  fi^  les  nombres  de  nappes  cjuHls 
réunissent  ou,  si  l'on  veut,  les  ordres  de  ces  points,  l'ordre 
de  la  surface  sera 

/ ^n  —  ^v  —  2 m  -I-  3  =  N, 

et  elle  deviendra  monadelphe  au  moyen  de 

2.  n  —  *^  —  '^ '^^  -{- 1  =  ip 
sections. 

En  effet,  prenons  l'ouverture  infiniment  petite  pour  base 
d'un  cylindre  coupant  toutes  les  nappes,  nous  introduirons 
ainsi  m  —  i  rétrosections.  Coupons  encore  la  surface  par  un 
autre  cylindre  à  base  fermée  infiniment  petite,  nous  intro- 
duisons encore  m  rétrosections  sans  altérer  l'ordre  N  de  la 
surface  ou  du  système  de  surfaces  dans  lesquelles  nous  trans- 
formons la  surface  de  Riemann  considérée.  Projetons  la  figure 
sur  un  plan  parallèle  aux  feuillets  de  la  surface  de  Riemann  : 
la  projection  se  composera  de  deux  petites  courbes  fermées 
G,  G'  et  les  points  de  ramification  se  projetteront  en  p,, 
P2,  ...,  ptvî  menons  alors  w  lignes  partageant  l'aire  com- 
prise entre  les  courbes  G,  G'  en  w  cases  contenant  chacune 
un  point  p  et  un  seul;  enfin  prenons  ces  lignes  pour  bases  de 
surfaces  cylindriques  droites  qui  couperont  la  surface  de  Rie- 
mann suivant  >^z=z  m^v  sections. 

Les  rétrosections  n'altérant  pas  l'ordre  de  la  surface,  nous 

(')  Un  plan  peut  être  considéré  comme  une  sphère  de  rayon  infini. 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  24 
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n'en  tiendrons  pas  compte.  Mais  toutes  les  coupures,  sections 
et  rétrosections  étant  faites,  la  surface  de  Riemann  est  rem- 
placée par  des  morceaux  détachés  :  le  premier  cjlindre  a 
détaché  m  —  i  morceaux,  le  second  en  a  détaché  m,  les 
autres  cylindres  ont  détaché  des  morceaux  dont  nous  allons 
compter  le  nombre.  Supposons  qu'il  s'agisse  des  morceaux 
qui,  en  projection,  contiennent  le  point  p/,  nous  aurons 
jii  —  ni  feuillets  séparés  plus  ni  feuillets  réunis,  en  tout 
m  —  /?/+i  morceaux;  le  nombre  total  des  morceaux  sera 
donc 


■i:^ 


/l/  +  i  )  =  (  w  4-  '2  )  /?H-  W  —  I  —   ^  n. 

Or,  en  vertu  du  théorème  I  du  paragraphe  précédent, 

N  =  [j.  —  V  +  2  ; 
donc 

N  =  mw  —  (  (V  -f-  2)  m  —  w  -\-\-\-  \  /i  h-  2 

ou 

N  =  \    71  — 2/?l—  (P  -+-  3.  C.  Q.    F.   D. 

Ce  raisonnement  tombe  en  défaut  quand  deux  points  de 
ramification  viennent  à  se  confondre  ou,  plus  exactement, 
viennent  à  se  placer  l'un  au-dessous  de  l'autre.  Mais,  si  l'on 
observe  que  le  nombre  N  ne  change  pas  en  tordant  un  peu  la 
surface  de  Riemann,  de  manière  que  les  points  de  ramifica- 
tion, d'abord  projetés  sur  le  même  point,  viennent  se  pro- 
jeter en  des  points  différents,  on  verra  sans  peine  que  les 
conclusions  précédentes  sont  toujours  exactes.  D'ailleurs 
ce  cas  ne  se  présentera  jamais  dans  ce  qui  va  suivre. 
La  fonction 

sjix  —  a){^x  —  h) 

peut  être  représentée  sur  une  surface  d'ordre 

2-h2  —  2.2  —  2  +  3  =1. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  construction  de 
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la  surface  de  Rleniann,  sur  laquelle  on  peut  représenter  une 
fonction  algébrique  donnée.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  de 
revenir  un  instant  sur  le  mode  de  représentation  de  Cauclij. 


VI.  —  Types  simples  de  fonctions  algébriques  que  l'on  peut 
se  borner  à  considérer  dans  la  théorie  des  intégrales  abéliennes. 

Supposons  que 

(0  /(^jj)  =  o 

soit  l'équation  algébrique  qui  définit  la  fonction  j',  qui  entre 
dans  une  intégrale  abélienne.  On  peut  toujours  supposer 
que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  n'a  pas  de 
points  multiples  à  tangentes  confondues;  car,  si  elle  avait  de 
tels  points,  on  pourrait  les  faire  disparaître  au  moj/en  d'une 
série  de  transformations  quadratiques,  transformations  qui 
remplaceront  l'intégrale  abélienne  par  une  autre  de  même 
nature  (p.  73). 

Les  points  singuliers  dey  ne  sont  plus  alors  des  points  de 
ramification.  En  faisant  subir  à  la  courbe  (i)  une  transforma- 
tion homographique,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  les 
tangentes  parallèles  à  l'axe  des  x  aient  avec  la  courbe  un  con- 
tact du  premier  ordre;  une  pareille  transformation  change 
l'intégrale  abélienne  en  une  autre  intégrale  abélienne,  dans 
laquelle  la  fonction  algébrique  y  n'a  que  des  ramifications 
simples,  c'est-à-dire  est  telle  que  deux  seulement  de  ses 
valeurs  se  permutent  autour  d'un  même  point  critique; 
enfin,  on  peut  toujours  faire  en  sorte,  au  moyen  de  cette 
même  transformation  homographique,  que  le  point  à  l'infini 
ne  soit  pas  critique.  Ainsi,  une  fois  pour  toutes,  dans  ce  qui 
va  suivre,  nous  supposerons  que  les  fonctions  algébriques  que 
nous  aurons  à  considérer  : 

i"  N'ont  pas  de  points  critiques  à  V infini; 
2"  Autour  de  leurs  divers  points  de  ramification ,  deux 
valeurs  seulement  de  la  Jonction  se  permutent  entre  elles. 
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VII.  —  Systèmes  de  lacets  d'un  polygone. 

Soit  y  une  fonction  algébrique  de  x  qui  ne  présente  plus 
que  des  ramifications  simples  et  à  distance  finie.  Soient  «i, 
«2?  •••7  ^w  ces  ramifications,  que  nous  supposons  rangées 
dans  un  ordre  quelconque.  Appelons  Xq  un  point  à  partir 
duquel  nous  ferons  varier  x^  et  qui  sera  la  limite  inférieure 
des  intégrales  abéliennes  que  nous  aurons  à  considérer. 

Joignons  successivement  les  points  a^,  «2,  ...,  a^^  au 
moyen  de  lignes  droites  ou  courbes,  assujetties  seulement  à 
ne  pas  se  couper,  à  former  un  poljgone  fermé  «<,  a^^  .  .  ., 
a^^  que  nous  appellerons  le  polygone  G  relatif  à  l'arrange- 
ment <2,,  «2,  .  .  .,  a^^  qui  contiendra  dans  son  intérieur  le 
point  Xq. 

Formons  ensuite  un  système  de  lacets  ayant  leur  entrée  et 
leur  sortie  en  Xq  et  leurs  points  critiques  respectivement  en 
«4,  «2,  .  ..,  ciw-  Nous  assujettirons  ces  lacets  (qui  pourront 
avoir  leurs  bords  courbes  ou  rectilignes)  :  i°  à  ne  pas  se 
couper  mutuellement;  a*^  à  ne  point  sortir  du  polygone  G, 
si  ce  n'est  dans  la  partie  circulaire  qui  entoure  les  points  cri- 
tiques. Ge  système  de  lacets  sera  dit  relatif  au  polygone  G. 
Nous  appellerons  lacet  ai  celui  dont  le  point  critique  est  a^. 

Supposons  la  fonction  y  d'ordre  m  et  soient  y^ ,  y^^  .  .  . , 
y„i  ses  diverses  valeurs  en  Xq.  Si  l'on  part  de  x^^  avec  la  valeur 
initiale  y^  dey,  et  si  l'on  parcourt  le  lacet  a^,  on  reviendra 
en  général  en  x^s  avec  la  valeur  initiale  de  j/j^î  alors  le  lacet  «/ 
est  dit  inactif.  Mais  il  peut  arriver  aussi  que  l'on  revienne 
au  point  Xç^  avec  une  valeur  jkv  dejr  différente  de  j^jx^  le  lacet 
est  alors  actif  et  l'on  dit  qu'il  unit  ou  permute  les  valeurs 
y^  et  yv  de  jj/;  on  dit  aussi  que  le  point  ai  unit  ou  permute 
ces  valeurs.  11  va  sans  dire  que  les  valeurs  de  y  permutées 
par  un  lacet  changent  avec  la  forme  affectée  par  les  bords  de 
ce  lacet,  quand  les  anciens  et  les  nouveaux  bords  comprennent 
entre  eux  des  points  critiques. 
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VIII.  —  Lacets  fondamentaux,  groupes  de  ramifications. 

Appelons  j'4  une  valeur  quelconque  dey  en  œ^.  Cette  valeur 
se  permute  avec  une  autre  autour  d'un  certain  lacet  ai',  car, 
si  yi  ne  se  permutait  avec  aucune  autre  valeur  dey,y^  serait 
monodrome  et  l'équation  algébrique  définissant  y  ne  serait 
pas  irréductible.  Soit  y.2  la  valeur  avec  laquelle  se  permute 
yi  autour  du  lacet  «/;  mettons  de  côté  tous  les  autres  lacets 
(s'il  y  en  a)  unissant^,  ety^- 

Désignons  par  aj  un  lacet  unissant  j^^<  ou  yo  à  une  autre 
valeur  j^3  de  y  (et  il  en  existera  une  au  moins,  sans  quoi  yi 
et  y2i  se  permutant  exclusivement,  seraient  racines  d'une 
équation  algébrique  irréductible);  mettons  aussi  de  côté  tous 
les  autres  lacets  unissant  jKi  ou  y 2  àjKs?  soit  akun  lacet  unis- 
sant jKo  JK2  ou  y^  à  une  nouvelle  valeur  jr.',  dey,  et  ainsi  de 
suite.  Les  lacets  «/,  aj,  au,  ...,  à  l'aide  desquels  on  peut 
passer  dey<  ày,„,  choisis  comme  il  vient  d'être  dit,  forment  ce 
que  l'on  appelle  un  système  de  lacets  fondamentaux . 

Nous  dirons  que  des  lacets  ou  des  ramifications  forment 
un  groupe,  lorsqu'ils  unissent  les  deux  mêmes  valeurs  dey 
et  qu'il  n'existe  pas  d'autres  lacets  ou  d'autres  ramifications 
unissant  les  mêmes  valeurs  de  y.  Le  groupe  formé  des  lacets 
qui  permutent  j^i  etyy  sera  désigné  par  G/y. 

Un  groupe  qui  contient  un  lacet  fondamental  sera  ce  que 
nous  appellerons  un  groupe  fondamental. 

Nous  remarquerons,  au  sujet  des  lacets  fondamentaux  : 

1°  Qu'il  existe  toujours  un  lacet  fondamental  permu- 
tant y  t  avec  une  valeur  de  y  d'indice  moindre. 

Ces  lacets  avant  été  fournis  de  manière  à  passer  de  y^  à 
toutes  les  valeurs  dej^  prenant  des  indices  croissants. 

2°  On  peut  toujours  passer  de  la  valeur  y p  quelconque 
à  lavaleur  y^au  moyen  de  lacets  fondamentaux ,  à  V  exclu- 
sion de  tout  autre  lacet. 

En  efi'et,  au  moyen  de  lacets  fondamentaux,  on  permutera 
yp  successivement  avec  des  valeurs  d'indice  moindre  et  l'on 
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tombera  suryi  ;  en  parcourant  ensuite  la  suite  naturelle  des 
lacets  fondamentaux,  on  finira  par  tomber  surj^^^,  puisque  les 
lacets  en  question  sont  choisis  de  manière  à  atteindre  toutes 
les  valeurs  de  y. 

La  route  que  nous  avons  suivie  pour  passer  de yp  à  y^  ne 
sera  pas  toujours  la  seule  que  l'on  puisse  suivre,  et  l'on  con- 
çoit qu'il  ne  soit  pas  nécessaire  de  descendre  jusqu'à  l'indice  i 
pour  atteindre  l'indice  q. 

IX.  -   Effet  produit  par  un  changement  de  forme  du  polygone  G. 

Supposons  que  l'on  ait  formé  le  polygone  des  ramifications 
comme  il  a  été  expliqué  au  §  VII,  et  désignons  par  <2i, 
a-i-,  cis,  .  .  . ,  «^  ses  sommets  successifs  qui  sont  les  (v  points 
de  ramifications  de  la  fonction  j/-  que  nous  supposons  toujours 
d'ordre  m. 

Chacun  des  lacets  que  l'on  peut  former  en  prenant  pour 

Fis.  i5. 


origine  le  point  Xq  et  pour  point  critique  l'un  des  points  a<, 
«2,  .  .  . ,  a^^,,  sans  sortir  du  polygone  G,  comme  il  a  été  expliqué 
au  §  VII,  permute  deux  valeurs  bien  déterminées  de  y, 
mais  ces  valeurs  dey  dépendent  de  la  forme  donnée  au  poly- 
gone G,  ou  plus  exactement  de  l'ordre  dans  lequel  on  range 
ses  sommets  <2| ,  ^2,  .  .  • ,  d^^,^  parce  qu'alors  la  forme  des  lacets 
change  complètement. 

G'est  ce  que  nous  nous  proposons  d'examiner  en  détail. 
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Permutons  d'abord  deux  sommets  consécutifs;  à  cet  effet, 
imaginons  qu'au  lieu  de  joindre  <7/_,  à  ai  on  joigne  ai_^  à  «/_,_, 
et  qu'ensuite  on  joigne  «/^,  à  ai  puis  à  a/^o^  et  ainsi  de  suite, 
comme  auparavant.  On  formera  un  nouveau  polygone  C,  et 
à  ce  nouveau  polygone  correspondront  de  nouveaux  lacets. 
Nous  supposerons,  une  fois  pour  toutes,  que  le  côté  ai^i  a/_^, 
est  intérieur  au  polygone  C,quea/a/4.2  lui  est  extérieur;  enfin 
^l(^i+\  pourra  lui  être  soit  intérieur,  soit  extérieur,  mais  en 
tout  cas  Xq  sera  intérieur  à  G'  comme  à  G.  Dans  Idijig.  i5, 
le  polygone  G  est  en  traits  pleins,  G'  en  traits  discontinus. 

Les  lacets,  relatifs  aux  points  «1,^27  •••,  <r^/_i,  «/+<,  ...^a^^ 
n'ayant  pas  nécessairement  changé  de  forme,  unissent  toujours 
les  mêmes  racines;  mais  le  lacet  ai  a  changé  de  forme  :  sa 
nouvelle  forme  dans  ]^fig.  16  est  tracée  en  traits  pleins,  son 
ancienne  forme  en  traits  discontinus,  et,  en  déformant  le 
nouveau  lacet  ai^  on  voit  cju'on  le  ramène  aux  anciens  lacets 
parcourus  successivement 


Cl!ji-\.       Cl;,      Cl/ 


les  lignes  composées  de  traits  et  de  points  sont  les  côtés  du 

Fig.  16. 


Ui+2  ,^^      ^^ 


/  ;/ 


/ 

l  [    m  —V' 

^■^^'^  fr'' 


I  " 
1  // 
11// 

-jCo 


polygone  G'.  Il  résulte  de  là  qu'en  appelant  a,  [i,  y,  0  quatre 
entiers  quelconques  différents,  et  au  plus  égaux  à  m  : 
i"  Si,  primitivement, 

«/+i  permutait jKa     et    jrp, 

(Il Jy     et    JK6, 

maintenant  «/  permute    jKy     et    j'g; 
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2"  Si,  primitivement, 

«/-4-1  permutait jKa     et    y^, 

^i rp     et    jKy, 

maintenant  ai  permute y  a.     et    y^  ; 


3*^  Si,  primitivement 


«/_j-i  permutait jKa     et    j^p, 

«^ • ra     et    jKp, 

maintenant  «/ permute jKa     et    yf^\ 

en  d'autres  termes,  «/  unit  les  mêmes  racines  dans  C  et  G', 
5/  rt/  et  ai^i  unissaient  les  mêmes  racines  ou  des  racines 
toutes  différentes.  Il  unirait  des  racines  différentes  dans 
C  et  C,  si,  dans  G,  ai  et  ai^i  unissaient  des  racines  dont 
une  seulement  appartient  aux  deux  lacets^  alors  ai  dans 
G'  unirait  les  racines  non  communes. 

En  tout  cas,  un  lacet  qui  rétrograde  unit  toujours  les 
mêmes  racines.  C'est  le  lacet  cjui  avance  quiseulpeut  unir 
des  racines  diff'érentes  de  celles  cjuHl  unissait  avant  de 
changer  de  place. 


X.  —  Théorème  de  M.  Lùroth. 

Lemme  I.  —  On  peut  toujours  former  le  polygone  des 
ramifications,  de  manière  que  ses  sommets  soient  dans  un 
ordre  tel,  cjue  les  lacets  correspondant  à  ces  sommets 
donnent  lieu  aux  groupes  successifs 

Gl2j       Gi3,        ...,        Gi,/,,       0-2,3,        '••>       G/,i_],„, 

dont  cjuclques-uns peuvent  manquer. 

En  effet,  prenons  pour  premier  sommet  un  point  unissant 
JKi  etyoj  le  polygone  étant  d'ailleurs  formé  d'une  façon  arbi- 
traire; considérons  alors  un  autre  sommet  unissant jfi  etjK2? 
faisons  rétrograder  ce  sommet  par  le  procédé  indiqué  au 
paragraphe  précédent  pour  le  placer  le  second,  d'après  la 
remarque  faite  dans  ce  paragraphe,  il  unira  toujours  j'j  et  ya- 
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Prenons  un  troisième  sommel  unissant  y<  et  ^2?  faisons-le 
rétrograder  pour  le  mettre  à  la  troisième  place,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  l'on  ne  trouve  plus  de  sommets  nouveaux 
unissant  jKi  à  jk2-  Faisons  ensuite  rétrograder  de  la  même 
façon  les  sommets  unissant yi  àjK3,  pour  les  placer  à  la  suite 
de  ceux  qui  unissent  y i  àjr2,  en  nous  réservant  de  placer 
toujours  en  tête,  s'il  s'en  forme  de  nouveaux,  les  sommets 
unissanty<  ety2;  plaçons  à  la  suite  des  sommets  unissant  j"i 
àj'3  ceux  qui  unissent  j^,  et  y/,,  et  ainsi  de  suite;  nous  arri- 
verons ainsi  à  former  les  groupes  successifs 

Gi2>       Gi3,        ...,       Gi„,,       G23,        ...,       G,n-imj 

dont  quelques-uns  évidemment  pourront  manquer. 

G.   Q.   F.  D. 

Lemme  II.  —  Ces  groupes  Gjo,  Gia,  ...  contiennent 
chacun  un  nombre  pair  de  lacets,  et  par  suite  le  nombre 
total  des  lacets  est  pair. 

Pour  le  prouver,  décrivons  la  série  totale  des  lacets  succes- 
sivement, ce  qui  revient  à  décrire  un  lacet  ayant  le  centre  de 
son  cercle  à  l'infini;  l'infini  n'étant  pas  critique,  le  point 
décrivant  reviendra  en  x,^  avec  la  valeur  initiale  de  y\  mais, 
si  le  groupe  G,2  contenait  un  nombre  impair  de  lacets  en 
partant  de  x^  avec  la  valeur  initiale  jki,  on  reviendrait,  après 
avoir  parcouru  le  groupe  Gi2,  avec  la  valeur  r2  ;  les  groupes 
Gi3,  Giî,  .  .  .,  GiTO  seraient  inactifs,  et,  comme  les  groupes 
suivants  ne  permutent  j^i  avec  aucune  autre  valeur  de  y,  on 
ne  saurait,  après  avoir  parcouru  les  lacets  restants,  revenir 
en  ^0  avec  la  valeur  initiale  y^  :  ainsi  le  groupe  G,  2  contient 
un  nombre  pair  de  lacets. 

Je  dis  que  G,  3  contient  aussi  un  nombre  pair  de  lacets.  En 
effet,  partons  toujours  avec  la  valeur  initiale  j^,  de  j^î  on 
parcourt  le  premier  lacet  de  G,  3  avec  la  valeur  initiale  jk* 
de  j',  puisque  G<2  contient  un  nombre  pair  de  lacets,  et,  si 
Gi3  contenait  un  nombre  impair  de  lacets,  on  terminerait  le 
parcours  du  groupe  G13  avec  la  valeur  y-^  de  y.  Les  groupes 
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Gif,,  .  .  .,  G^m  seraient  inactifs  eL  les  suivants  ne  sauraient 
ramener  la  valeur  initiale  y ^  leurs  lacets  ne  permutant  cette 
valeur  avec  aucune  autre.  G<3a  donc  un  nombre  pair  de  lacets: 
on  verrait  de  même  que  Gi.,,  045,  ...  ont  un  nombre  pair 
de  lacets. 

Lemme  III.  —  On  peut  ranger  les  sommets  du  polygone 
des  ramifications  dans  un  ordre  tel  que  les  lacets  successifs 
donnent  lieu  aux  groupes  G  i  o,  G ,  3,  . .  . ,  Gni-\,m  écrits  dans 
un  ordre  quelconque. 

En  effet,  je  dis  qu'en  permutant  un  lacet  avec  un  groupe 
(ou,  si  l'on  veut,  un  sommet  avec  un  groupe  de  sommets), 
on  ne  modifie  pas  l'effet  de  ce  lacet  ni  celui  des  lacets  du 
groupe.  Pour  le  démontrer,  supposons  que  le  lacet  /permute 
yi  etjKy  et  que  les  lacets  l\  /''permutent  j'^  ^^  fq-i  les  chemins 
composés  de  /,  /',  f  ou.  de  /',  /'',  /  auront  le  mênie  effet  que  /, 
car  l'effet  de  /',  H'  est  nul;  et,  comme  le  nombre  des  lacets 
d'un  groupe  est  pair,  l'effet  de  la  permutation  d'un  lacet  avec 
un  groupe  contigu  et,  par  suite,  d'un  groupe  avec  un  groupe 
contigu  est  nul;  il  en  résulte  que  l'effet  de  la  permutation  de 
deux  groupes  quelconques  est  nul  aussi,  et  que  l'on  peut 
supposer  les  groupes  placés  dans  un  ordre  quelconque. 

G.   Q.  F.   D. 

Lemme  IV.  —  Étant  donné  un  groupe  qui  ne  permute 
pas  y^  avec  une  autre  valeur  de  y,  on  peut  toujours  rem- 
placer son  indice  le  plus  élevé  par  un  indice  moindre. 

En  effet,  soit  G^jx  un  groupe  dans  lequel  on  peut  supposer 
[a;>)v>>  i;  parmi  les  groupes  fondamentauxil y  en  aun(p.  S^S) 
permutantyj;,  avec  une  autre  valeur  de  jr  d'indice  moindre^/; 
soit  G/(x  ce  groupe;  plaçons  la  suite  des  groupes  dans  l'ordre 


G/a,      G 


Ap-5 


remplaçons  le  groupe  G/j^  par  une  suite  H  de  lacets  permu- 
tant jk^  etjK[;,  et  par  un  lacet  /  de  même  nature,  on  pourra 
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remplacer  l'arrangement  précédent  par 

...,     II,     /,     G),u,     ...; 

mais,  en  permutant  le  lacet  /  et  le  groupe  G>.j;.,  on  ne  change 
pas  l'effet  de  ce  groupe  et  de  ce  lacet  ;  l'arrangement  considéré 
produira  donc  le  même  effet  que  le  suivant  : 

Faisons  alors  rétrograder  le  lacet  /  pour  le  placer  successive- 
ment avant  chaque  lacet  de  Gxjj,,  son  effet  ne  sera  pas  changé  ; 
mais  les  lacets  de  G\^  permuteront  alors  i  et  a,  et  l'on  aura 
un  nouvel  arrangement 

. . . ,     II,     /,     G/),,     ...         ou         . . .,     G/a,     Gil,     •  •  •  ; 

on  a  donc  remplacé  le  groupe  donné  G>j;,  par  un  autre  ayant 
un  indice  commun  et  un  indice  moindre. 

c.  Q.  F.  D. 

Lemme  V.  —  On  peut  supposer  tous  les  groupes  affectés 
de  r indice  i . 

Car  un  groupe  peut  toujours  être  remplacé  par  un  autre 
ayant  un  même  indice  et  un  indice  moindre,  quand  l'un  de 
ses  indices  n'est  pas  l'unité. 

Lemme  VI.  —  Si  un  groupe  contient pius  de  deux  lacets, 
on  peut  supprimer  deux  lacets  dans  un  groupe  et  aug- 
menter un  autre  groupe  de  deux  lacets. 

En  effet,  considérons  deux  groupes  Gxjj,,  et  Qpq  et  supposons 
que  Gpq  contienne  plus  de  deux  lacets;  on  pourra  toujours 
passer  du  groupe  Gpq  au  groupe  G\^^  à  Faide  d'autres  groupes 
ayant  en  commun  un  indice,  à  savoir  G^^,  G^^,  .  .  . ,  Ou^-,  et 
il  suffira  de  prouver  que  l'on  peut  faire  passer  par  exemple 
deux  lacets  d'un  groupe  G^;.  dans  un  autre  Opq  ayant  un 
indice  commun  avec  lui. 

Décomposons  Gqr  en  deux  parties,  l'une  Wqr  et  l'autre  con- 
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tenant  deux  lacets  /',  T;  en  plaçant  les  groupes  G^^,  Gqr  l'un 
à  côté  de  l'autre,  on  aura  l'arrangement 

Faisons  avancer  les  lacets  /',  l"  successivement,  de  manière  à 
les  placer  après  le  premier  lacet  /de  Gpq  :  au  lieu  de  permuter 
yg  etjTr,  ils  permuteront  jK/7  et  y^]  le  premier  lacet  /  ayant 
rétrogradé  permute  toujours  yp  etjK^;  si  on  le  remet  à  sa 
place,  /'  et  l"  permuteront  toujours  yp  etyr-,  et  /permutera 
successivement  jK^  etj^r,  yp  ^^yg-  O^i  obtiendra  ainsi  l'arran- 
gement 

de  tout  à  l'heure,  à  cela  près  que  l'  et  U'  permutent  y^,  et  yr. 
Faisons  maintenant  passer  l'  et  l'  avant  le  dernier  lacet  /, 
de  H^^,  /  permutera  alors  yp  et  j^/.,  puis  de  nouveau  y^  ('■^ yr\ 
enfin,  remettons  l'  et  U'  en  place,  de  manière  à  obtenir  de 
nouveau  l'arrangement 

. . . ,     "(//'j     t  )     t  >     ^ p(]i     '  '  '  ■> 

l  et  l'  permuteront jKjo  ety^  :  ils  pourront  alors  être  censés 
faire  partie  du  groupe  Gpq.  En  résumé,  G^;-  se  réduira  à  un 
groupe  H^^  contenant  deux  lacets  de  moins,  et  Gpq  à  un  groupe 
contenant  deux  lacets  déplus;  de  là  découle  le  théorème  sui- 
vant de  M.  Lûroth  : 

Théorème.  —  Etant  donnée  une  fonction  algébrique  y 
d'ordre  /?z,  on  peut  toujours  passer  d'une  valeur  à  une 
autre  de  cette  fonction,  en  construisant  ses  w  lacets  de 
manière  qu'ils  soient  distribués  suivant  m  —  i  groupes, 
le  premier  formé  de  w  —  i[m  —  2)  lacets  permutant  y^ 
et  y  2,  les  m  —  2  autres  contenant  chacun  deux  lacets  per- 
mutant y^  avec  une  des  autres  valeurs  de  y  ;  ces  autres 
racines  étant  les  mêmes  pour  un  même  lacet  et  différentes 
pour  des  lacets  différents. 

En  effet,  en  vertu  du  lemme  V,  on  peut  supposer  les  lacets 
en  groupes  G, 2,  G^z  •  •    •>  G^m  portant  tous  l'indice  i,  et,  en 
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vertu  du  lemme  VI,  on  peut  supposer  qu€  0,2  contienne 
iv  —  2(m  —  2)  lacets;  G<3,  043,  ...  en  contenant  chacun 
deux  seulement,  puisque  l'on  doit  forcément  laisser  deux 
lacets  dans  chaque  groupe. 

Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème  de  M.  Lûroth,  qui  est 
capital  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs 
intégrales.  (P^oir  Glebsch,  Mathematische  Annalen,  t.  VI, 
etLiijROTH,  id.,  t.  IV). 

XI.  —  Construction  d'une  surface  de  Riemann 
pour  une  fonction  algébrique  d'ordre  m. 

Supposons  que,  pour  la  fonction  y  d'ordre  m,  on  ait  con- 
struit un  groupe  fondamental  de  lacets  G,2,  Gi3,  .  .  .,  (j\mi 
le  premier  contenant  w —  i{m —  2)  lacets  et  les  autres  deux 
lacets  seulement,  (v  désignant  le  nombre  total  des  lacets,  ce 
qui  est  permis  d'après  ce  que  l'on  a  vu  tout  à  l'heure. 

On  construira  une  surface  de  Riemann  de  la  façon  sui- 
vante; on  supposera  m  plans  sur  chacun  desquels  on  atta- 
chera une  valeur  déterminée  de  y.  Soient  «1,  ao,  •  ..,  ciq 
les  points  critiques  unissantj^i  àyoi  on  joindra  a^a.2-,  ci-^ar^^ 
a^a^si  ....  Suivant  ces  lignes  (tracées  de  manière  à  ne  pas 
se  couper),  on  établit  des  lignes  de  passage  le  long  desquelles 
on  soude  les  plans  relatifs  ày^  etyo-  En  second  lieu,  on  éta- 
blit des  lignes  de  passage  entre  les  plans  relatifs  ^y\  etj^3, 
à  y^  et  y/,,  ...  ;  ces  lignes  de  passage  étant  respectivement 
tracées  entre  les  points  critiques  qui  unissent  yi  àjKsj^i 
à^i,  .  .  .,  ces  lignes  étant  tracées,  bien  entendu,  de  manière 
à  ne  pas  se  couper. 

Toutes  les  fois  que  le  point  x  chemine  sans  franchir  une 
ligne  de  passage,  il  reste  sur  le  même  feuillet  de  la  surface 
de  Riemann,  et,  quand  le  point  x  revient  au  point  de  départ, 
il  y  revient  avec  la  même  valeur  de  jk- 

Toutes  les  fois  que  le  point  x  franchit  une  ligne  de  pas- 
sage, on  suppose  qu'il  passe  sur  le  feuillet  soudé  à  celui  qu'il 
vient  de  quitter. 
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Tout  cela  revient  bien  à  dire  que,  quand  le  point  x  décrit 
un  contour  fermé  enveloppant  deux  points  critiques  unissant 
les  deux  mêmes  racines,  il  revient  au  point  de  départ  avec  la 
même  valeur  de  j,  et  que,  quand  il  contourne  un  point  cri- 
tique, il  revient  avec  la  valeur  que  permute  ce  point  critique. 

Appelons  feuillet  i,  2,  3,  ...  le  feuillet  sur  lequel  on  re- 
présenterai, y-ii  y-i-i  •  •  •  î  si  nous  passons  un  couteau  entre 
les  feuillets  i  et  2,  i  et  3,  .  .  .,  i  et  i  —  i ,  i  et  i  —  2,  .  .  ., 
I  et  m,  et,  si  nous  coupons  les  communications  entre  les  plans, 
le  feuillet  i  restera  seulement  uni  au  feuillet  ?,  et  il  est  facile 
de  voir  qu'il  forme  avec  ce  feuillet  une  surface  monadelphe, 
si,  bien  entendu,  l'on  suppose  que  l'on  ne  tienne  pas  compte 
des  ouvertures  faites  en  coupant  les  communications;  une 
surface  de  Riemann  à  deux  feuillets  et  à  deux  ramifications 
étant  d'un  ordre  adelphique  égal  à  un. 

Ceci  posé,  nous  allons  chercher  à  rendre  la  surface  de  Rie- 
mann monadelphe. 

XII.  —  Système  canonique  des  sections. 

On  peut  rendre  monadelphe  la  surface  de  Riemann  consi- 
dérée tout  à  l'heure  au  moyen  d'un  système  de  sections  dites 
canoniques,  et  que  l'on  forme  comme  il  suit  : 

Laissant  de  côté  les  points  de  ramification  qui  unissent  les 
feuillets  3,  4,  .  *  » -,  m  au  feuillet  i,  appelons  a,,  cu^  «3,  a./,, 
«;i,  a^si  ci-i-,  ci^  les  points  de  ramification  qui  unissent  y ,  et  j>/o; 
soient  a^a-;,^  ct^a',^  a-^a^^  ci-a^  les  lignes  de  passage  corres- 
pondantes marquées  en  traits  — ;  établissons  sur  le  feuillet 
n"  I  trois  rétrosections  r  enveloppant  les  lignes  de  passage 
a^cii^  ct'^ar,  et  a^^ai^^  ces  rétrosections  /*  ont  la  forme  ellip- 
tique (').  Toujours  sur  le  feuillet  n'^  i  traçons  des  sections  s 
allant  de  chaque  rétrosection  elliptique  à  la  suivante;  enfin 
établissons  un  dernier  système  de  sections  o-  allant,  sur  la 

(»)  Le  mot  elliptique  ici  n'est  pas  employé,  bien  entendu,  dans  le  sens 
qu'on  lui  attribue  dans  la  théorie  des  sections  coniques. 


LIENNES. 


<   ,f     -.  V.-.- 


coupe  |.»as  <:l  <|U  . 


1  '*     i.  fC'!  !«'!.; 


'acile 

ladelphe, 

l>as  compte 

t/  (»{    ■Wions;  une 


:il.ip- 
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feuille  n''  I  et  sur  la  feuille  n"  2,  d'une  des  lignes  de  pas- 
sage a^a.2i  ci^cun  ci-^a^  à  la  ligne  de  passage  a-,a^.  Ce  sys- 
tème de  sections  a  rendu  notre  surface  monadelphe,  son 
contour  est  unique,  et  il  est  facile  de  constater  qu'il  ne  se 


Fig.   17. 


coupe  pas  et  qu'il  est  fermé,  en  le  suivant  tout  du  long  et  en 
découpant  la  figure  suivant  les  lignes  qui  y  sont  tracées. 

Le  système  de  sections  qu'il  a  fallu  pratiquer  pour  rendre 
la  surface  monadelphe  se  compose  : 

i"  Des  rétrosections  /'  au  nombre  de {m  —  2)  —  i  ; 


4                                                         CHAPITRE    XI. 

'2°  Des  sections  s  au  nombre  de  — 

2 

-(m- 

-2) 

3''  Des  sections  a-  au  nombre  de  — 

-('»- 

---) 

Les  rétrosections  /^  forment  avec  les  sections  s  des  sections 

au  nombre  de (?n  —  2)  —  2,  mais  la  première  rétrosec- 

tion  peut  être  considérée  comme  une  section  allant  d'un  des 
bords  de  la  surface  de  Riemann  à  l'autre,  ces  bords  étant  ceux 
d'une  ouverture  infiniment  petite;  on  a  donc  en  tout 

w  —  2  (  /?i  —  2  )  —  2 

sections  à  faire.  En  général, 

w  =  m(m  —  i)— 20, 

0  désignant  le  nombre  des  points  doubles  dey;  alors  ce  nombre 
des  sections  à  faire  est 

jn(m  —  1  )  —  2  (ni  —  2  )  —  20  —  2 
ou 

(rji  —  i){  m  ~  1)  —  9.0  =  'ip, 

p  désignant  le  genre  dej^. 

On  voit  que  le  nombre  des  sections  /-  est  /?,  ainsi  que  le 
nombre  des  sections  o-. 

XIII.  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  algébriques. 

Soit  S  une  surface  de  Riemann  sur  laquelle  on  peut 
représenter  la  fonction  algébrique  y  définie  par  V équa- 
tion 

f{x,y)  =  o 

irréductible  ;  toute  fonction  u  nionodrome  sur  cette  sur- 
face S,  ne  possédant  pas  de  points  essentiels^  est  nécessai- 
rement une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y. 

Une  démonstration  très  simple  consiste  à  remarquer  que 


ÉTUDE    DES     FONCTIONS    ABÊLIENNES.  385 

les  fonctions  u  el  y  étant  représentées  sur  la  même  surface 
et  u  étant  algébrique,  puisque  les  fonctions  symétriques  de 
ses  valeurs  sont  rationnelles  en  x;  y  et  u  sont  de  même  genre 
/?,  puisque  ip  est  pour  l'une  et  l'autre  fonction  le  nombre  de 
coupures  à  faire  pour  rendre  la  surface  S  monadelphe;  u  est 
donc  fonction  rationnelle  de  x  et  y. 

Mais,  pour  effacer  l'impression  extraordinaire  que  ce  genre 
de  démonstration,  auquel  on  n'est  pas  habitué,  peut  laisser 
dans  l'esprit,  nous  donnerons  une  autre  démonstration,  due 
à  M.  Briot.  On  peut  énoncer  le  théorème  que  nous  voulons 
démontrer  comme  d  suit  : 

£J tant  donnée  V équation  algébrique  entière  d^ ordre  ni^ 
f{x^  y)  =  o,  toute  fonction  u  de  x  et  y  qui,  pour  un  même 
système  de  valeurs  de  x  et  y,  n'admet  qu^ une  seule  valeur 
et  qui  n'a  pas  de  points  essentiels,  est  fonction  rationnelle 
de  X  et  y. 

La  fonction  u  en  question  est  algébrique,  en  vertu  d'un 
théorème  connu  ;  il  reste  à  prouver  qu'elle  est  fonction  ration- 
nelle de  X  et  dey.  A  cet  effet,  désiguons  par  w,,  u^^  •  .  • ,  u,„ 
les  valeurs  de  la  fonction  u  el  y^^  y^,  .  .  ■ ,  ym  celles  àe  y: 
posons 

z^  Ui =po,     2à  ^^'•^'  ""  ^'  ' 

^Uill  ^/?2,  •••,  ^UiyT^   =Pm-l. 

Les  fonctions  /?o,  /?i,  •  •  •  sont  rationnelles  en  x,  et  de  ces 
équations  du  premier  degré  en  ?^,,  Uo,  •  .  .,  Um  on  déduira 
«I,  a2,  ...,  u,n;  on  sait  résoudre  ces  équations  et  l'on  a 
symboliquement 

f(.T.  p)  1 


/^~7i 


[■%^j 


formule  dans  laquelle  il  faut  remplacei-,  après  le  développe- 
L.  —  Traité  cV  Anal  y  se,  IV.  25 
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fixp) 
ment  de  - — ^-^— -,  les  exposants  de  p  par  des  indices.  On  en 

conclut 

P~y    '        ày 
Telle  est  l'expression  de  la  fonction  u  au  moyen  de  ce  et  y. 


XIV.  —  Extension  des  théorèmes  de  Cauchy. 

En  général,  une  fonction  u  possédant  les  mêmes  ramifica- 
tions que  la  fonction  algébrique  y  de  x  pourra  être  considérée 
comme  monodrome  sur  la  surface  de  Riemann  propre  à  repré- 
senter la  fonction  y.  Si  nous  la  supposons  monogène,  finie 
et  continue,  excepté  en  des  points  isolés  qui  pourront  être 
des  infinis  ou  des  points  essentiels,  elle  jouira  de  propriétés 
analogues  aux  fonctions  que  l'on  peut  représenter  sur  le  plan 
de  Caucliy. 

Une  telle  fonction  peut  toujours  être  regardée  comme  une 
fonction  monodrome  et  monogène  de  x  et  dey;  en  effet,  le 
raisonnement  que  nous  avons  fait  au  paragraphe  précédent 
est  encore  applicable  au  cas  actuel,  à  cela  près  que  les  quan- 
tités Po,P\-,  P2j  •  •  •  ne  sont  plus  des  fonctions  rationnelles 
de  œ,  mais  de  simples  fonctions  monodromes  et  monogènes. 

11  en  résulte  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  de  ramifica- 
tion a,  la  fonction  u  est  susceptible  de  se  développer  sui- 

vaut  les  puissances  de  (x  —  a)^',  [x  désignant  un  entier  au 
plus  égal  à  jn  (dans  le  cas  qui  nous  occupe,  et  où  la  fonc- 
tions^ n'a  que  des  ramifications  simples,  jji  =  2).  En  posant 
X  —  rt=Ç,  la  fonction  u  deviendra  donc  monodrome  par 
rapport  à  Ç  dans  le  voisinage  du  point  Ç  =  o  sur  le  plan  de 
Cauchy. 

Le  théorème  de  Cauchy,  en  vertu  duquel 

«  L'intégrale  crime  fonction  monodrome,  monogène, 
finie  et  continue  à  V intérieur  cV un  contour  d prise  le  long 
de  ce  contour  est  nulle  », 
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€St  encore  vrai  si  le  contour  G  est  tracé  sur  une  surface  de 
Riemann  servant  à  représenter  la  fonction  algébrique  jk;  il 
n'y  a  rien  à  changer  à  la  démonstration  donnée  plus  haut 
pour  le  cas  où  le  contour  G  est  tracé  sur  un  plan  de  Gauchy. 

Les  corollaires  du  théorème  de  Gauchy  sont  encore  appli- 
cables aux  fonctions  monodromes  sur  la  surface  de  Riemann. 

Proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale 

I  ro'{z)dz 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  tracé  sur  une  surface  de 
Riemann,  limitant  une  aire  monadelphe  G. 

Si  cette  aire  G  ne  contient  pas  de  ramifications,  l'intégrale 
sera  égale  à  N  ^ —  iV',  N  désignant  le  nombre  des  zéros,  N'  le 
nombre  des  infinis  de  o{z\  Supposons  que  l'aire  G  renferme 
des  ramifications;  considérons  en  particulier  l'une  d'elles  a. 
La  fonction  0(3)  est,  dans  le  voisinage  de  a,  une  fonction 

monodrome  et  monogène  de  (s  —  cif'^  tj.  désignant  un  entier 
(égal  à  2  dans  les  cas  c[ui  vont  nous  occuper),  et  o(^),  dans 
le  voisinage  du  point  a,  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

^(-3)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour  ^  =  a\  ainsi  l'on  aura 
l'intégrale 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  autour  de  la  ramification, 

sera  égale  à 

V  I  r   dz 

ou,  en  posant  ^  =  a  -|-  ^t^-, 
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l'intégrale  étant  prise  cette  fois  sur  le  plan  de  Gauchy  le 
long  d'un  contour  fermé,  tournant  une  fois  autour  de  l'ori- 
gine, ce  qui  donne  tout  simplement  v. 

On  peut  donc  dire  que  : 
L'intégrale 


ou  bien 


j  d\ogo{z) 


représente  la  quantité  ^v,  v  désignant  l'ordre  de  multipli- 
cité d'un  zéro  quelconque  de  ^(^)  dans  l'aire  monadelplie  le 
long  du  contour  de  laquelle  l'intégrale  est  prise. 

(L'ordre  de  multiplicité  d'un  zéro  a  de  la  fonction  o(^z^ 
étant  l'ordre  de  multiplicité  de  la  fonction  monodrome  dans 
laquelle  on  la  transforme  en  posant  ^  :=  a  +  Çt^,  |ji  désignant 
le  nombre  des  valeurs  de  cp  qui  se  permutent  autour  du  pointa.) 

Enfin,  pour  l'exactitude  de  l'énoncé,  il  faut  considérer  les  in- 
finis comme  étant  des  zéros  d'un  ordre  de  multiplicité  négatif. 

XV.  —  Classification  des  intégrales  abéliennes. 
Soit 

(i)  V  —   /  cp(57,  y)dx 

une  intégrale  abélienne,  y  désignant  la  fonction  algébrique 
définie  par  l'équation  irréductible  de  degré  m 

ou,  en  introduisant  la  variable  z  pour  l'homogénéité, 

(3)  f{x,y,  ^)^o. 

Nous  ferons,  pour  abréger, 

J'-'dx'         -^'-ôy'         J'-'ôz'         '^"^^' 
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Effectuons  une  transformation  liomographique,  et  posons 

_     a^ -f- ^'n -4- cÇ  _   a'ç -f- 6'7) -h  c'^ 

^  ~  a" 'z -\- b"  T, -^  c'X  '         ^  ~  a"^~b"ri-hc"l  ' 

de  manière  que  la  courbe /=  o  n'ait  pas  d'asymptotes  parai 
lèles  aux  axes  et  qu'il  existe  un  terme  en  r,"^  et  un  autre  en 
^"*  dans  l'équation.  Soit  F  ce  que  devient /après  la  transfor- 
mation et  $  ce  que  devient  cp,  nous  aurons 

dx  -  ( ^  Q?^  H-  6  ^7]  -f-  c  dt){a"l  -^  b"ri  -f-  c"t) 
{a  ^^b"r^^c'XY 
_  {a!'dl-\-b"dr^  ^  c" dQ{al-^  br^ -v- c>:)  ^ 
(  a!' ^  +  6"  7)  -^  c"  l)^  ' 

en  posant  alors 

A  =  cb"  —  bc", 

B  =  ac"  —  ca" , 

G  —  ba  —  ab\ 
il  vient 

^^  _  A(r,  ^C-^^7])^B(^^?-  ldï,)j-^C{ldri~  r^  ) 
{a"^-\-b"y{-^c"XY 
Or  on  a 

o  =  ^Fi-f-Y)F24-  ^Fs, 

0=Fi^^-^F2^71-f-F3^C 

et,  par  suite, 


1^  1^2  ^  F3 

si  l'on  désigne  par  p  chacun  de  ces  rapports,  on  trouve 
,         AF,+  BF2-^GF3 

dX    =      ipr — 0. 

Or,  en  faisant  Ç  =  i,  <is  =  o,  on  voit  que 

_  _  ^  __  <^ç  _  ç  <^-o  —  '(\  d\ 
^~        F^-F^-  F^ 

Nous  prendrons  p  =  „S  et  V  prendra  la  forme 

v=  r*(j,,)^ii^iiEi±.^f^^. 
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Dans  cette  formule,  le  degré  de  ^  est  zéro,  ceux  de  Fi ,  Fo,  F;^ 
sont  m  — ^  I  ;  donc  on  peut  suppose?^ 


rm  doc 


le  degré  de  M  étant  supérieur  de  m  —  Z  unités  à  celui  de  N. 

Cette  formule  est  susceptible  de  nouvelles  réductions;  ap- 
pelons n  le  degré  de  N,  celui  de  M  sera  m  +  /^  —  3. 

On  peut,  comme  l'on  sait,  déterminer  des  polynômes  G 
et  H,  tels  que 

X  désignant  un  polynôme  entier  en  X,  de  degré  m/i,  et  G,  H 
des  polynômes  de  degrés  nin  —  m  et  nin  —  n  respectivement 
en  X  etjK;  par  suite,  en  observant  que/=o,  on  a 

X  M       HM 


la  formule  (4)  devient  alors 


^■-f- 


Mil  d.T 

X  77 


Divisons  MH  par  /et  ordonnons  par  rapport  à  y,  on  pourra 

poser 

MIJ=/Q-r-R        ou        MH  =  R, 

R  désignant  un  polynôme  de  degré  m  —  i  en  y,  mais  de  degré 
;^  _l_  ^  _  3  4-  mn  —  n=^  mn  +  m  —  3  en  ^  ;  on  a  alors 


"-m 


Divisons  maintenant  R  par  /s,  et,  ordonnant  toujours  par 
rapport  àjK,  posons 

r  sera  de  degré  m  —  2  en  y,  et  l'on  aura 
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La  première  intégrale  s'obtient  par  des  procédés  élémen- 
taires-, nous  n'avons  plus  qu'à  considérer  la  seconde 

Cr  dx 

Divisons  r  par  X  et  ordonnons  par  rapport  aux  puissances 
de  x\  nous  pourrons  poser 

r  =  QX  -f-  0, 

Q  désignant  un  polynôme  de  degré 

mn  -\~  m  —  3  —  ma  =  m  —  3 

en  X  et  de  degré  m  —  2  en  y,  et  0  un  polynôme  de  degré  infé- 
rieur à  mn  en  x  et  de  degré  m  —  2  en  y.  0  peut  se  décom- 
poser en  éléments  simples,  si  bien  que  l'intégrale  0  se  décom- 
pose en  d'autres  de  la  forme 

72 


Q  désignant  un  polynôme  du  degré /?i  —  2  en  .r  ety  (etmême, 
si  l'on  veut,  de  degré  m  —  3  en  x),  G  une  fonction  de  y 
seul,  a  et  [Ji  des  constantes  dont  la  seconde  est  entière  et 
positive.  Nous  allons  étudier  successivement  ces  deux  formes. 

XVI.  —  Intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce. 
Q  étant  un  polynôme  entier  en  x  cl  y  de  degré  ni  —  2, 

est  une  intégrale  abélienne  de  première  ou  de  seconde  espèce, 
suivant  qu'elle  reste  finie  ou  peut  devenir  infinie. 
Le  polynôme  Q,  étant  de  degré  7^  —  2,  contiendra 

(m  —  ï)(  m  —  1) 
1 

coefficients,  et  le  nombre  total  des  intégrales  distinctes  de  pre- 
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mière  et  de  seconde  espèce  sera  précisément  égal  à  ce  nombre. 

Or,  si  nous  supposons   :   i"  que  y  ne   soit  jamais  infini, 

même  pour  x  =  cc]  1'^  que  deux  valeurs  seulement  de  y  se 

permutent  autour  d'un  point  critic[ue,  -^  ne  deviendra  pas 

infini,  si  ce  n'est  en  un  point  pour  lequel /2  =  o  ;  car  le  degré 
de  f^  est  supérieur  à  celui  de  Q.  Or,  si/o^o,  deux  cas 
peuvent  se  présenter  : 

i^  Le  point  a,  Z>,  pour  lequel/o  =  o  est  un  point  ordinaire 
où  l'on  n'a  pas/i  =  o  ;  jr  est  de  la  forme 

i  1 

y  —  b  —  A(a7  —  a)2-+-B(a7  —  a)2-f-..., 

A,  B,  ...  désignant  des  constantes.  Mais  alors  on  a 


/■(^;  JK)=/i(57  — a)4-  ^  [/ii(^  — a)2 


et 

ou  bien 


/2(^,  r )  =/l2(^  —  «)  -^/22(7  —  ^)- 


M,  N,  ...  désignant  de  nouvelles  constantes  dont  la  première 
n'est  pas  nulle  si  l'on  suppose  y*22<c>7  c'est-à-dire  si  l'on  sup- 
pose que  deux  valeurs  de  y  se  permutent  autour  du  point 

«,  h.  -^  est  alors  infini,  mais  l'intégrale  /  -~  dx  reste  finie, 

c'est-à-dire  àe  première  espèce. 

2"  Si  nous  supposons  que  le  point  (a,  b)  soit  un  point  sin- 
gulier, alors /i,  /"o  sont  nuls  tous  deux;  le  point  (a,  b)  n'est 

plus  en  général  critique,  /o  n'est  plus  de  l'ordre  -7  mais  bien 

de  l'ordre  un.  L'intégrale  considérée  devient  infinie,  elle  est 
de  seconde  espèce. 
De  là  résulte  que  : 

Si  la  courbe  f  =.  o  rCa  pas  de  points  multiples,  il  y  aura 

(m  —  i)(m — ^  2)  .    ^ ,         ,         j  -r  ,  /;  •    ^  ' 
^ intégrales  de  première  espèce,  pas  d  inté- 
grales de  seconde  espèce. 
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£q  général,  si  la  courbe /=  o  a  o  points  doubles,  il  y  aura 
0  inlégrales  de  seconde  espèce  et 


(m  —  i)(m  —  '1^       s 
'- o^p 


intégrales  de  première  espèce.  Ainsi  : 

Le  nombre  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce 
auxquelles  donne  lieu  une  fonction  algébrique  est  égal  au 
genre  de  cette  fonction. 

Il  y  a  donc  toujours  des  intégrales  de  première  espèce,  car 
nous  écartons  les  fonctions  algébriques  de  genre  o,  lesquelles 
ne  fournissent  pas,  à  proprement  parler,  d'intégrales  abé- 
liennes. 

XVII.  —  Intégrales  de  troisième  espèce. 

Les  intégrales  de  troisième  espèce  sont  de  la  forme 


II 


G(  y)  dx 


{x  —  a)\^f^{x,y) 

elles  se  ramènent  au  type 

G(y]dx 
{X  —  a)f2{x,y)'' 


f 


au  moyen  de  difFérentiations  relatives  à  a.  Nous  générali- 
serons un  peu  ce  type,  et  nous  considérerons  les  intégrales 
de  la  forme 

(j{x,  y)clx 
(i)  ' 


J   (aa? 


^y-^i)M^^  y) 


G  désignant  un  polynôme  entier  en  x  e\.  y  de  degré  m  —  2, 
et  a^-f-^jK  +  T  une  fonction  linéaire.  Soient  {x^^  X^)^ 
(•^25  y  1)1  •  '  '  ^  {^my  ym)  les  coordonnées  des  points  d'inter- 
section def=  o  et  a^r  H-  pJK  +  y  =  o;  par  ces  points,  excepté 
par  Xiyi  et  ^2jK2,  faisons  passer  une  courbe  d'ordre  /?z  —  2, 
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qui  passe  aussi  par  les  points  singuliers  de/=  o,  nous  l'as- 
sujettissons ainsi  à  moins  de 

(m  —  i)(m  —  1)        (m  —  2  ) ( m  -h  i ) 

m  —  Si  H = 

2  1 

conditions  ;  et,  par  suite,  ces  conditions  peuvent  être  remplies 

par  une   courbe   d'ordre  m  —  2  qui  peut  précisément  être 

.     ^  (m  —  iMm  -h  i)  T  • 

assuiettie  a  ^ conditions. 

'  '1 

Soit  Gi2  =  o  la  courbe  en  question,  comme /"=  o  n'est 
pas  unicLirsale,  Gio  renfermera  d'ailleurs  au  moins  un  para- 
mètre arbitraire.  Soit  de  même  Gu=o  une  courbe  d'ordre 
m  —  1  passant  par  les  points  doubles  de  /=  o  et  ses  inter- 
sections avec  a^-|-Py  +  y  =  o,  excepté  par  x^,  y,  et  Xi^ 
yi,  ....  Considérons  la  courbe 

G  -T-  X2  G12  ^  ^^3  Gi3  -f- . . .  -;-  A^;j  Gi;«  =  o  ; 

on  peut  déterminer  les  constantes  Xo,  ^^t,  •  •  • ,  de  telle  sorte 
que  cette  courbe  passe  par  (xo,  y^)  ■  -  •  {^m,  ym)\  comme 
elle  est  de  degré  m  —  2  et  qu'elle  passe  par  m  —  i  points  en 
ligne  droite,  elle  se  décompose  en  olx  -h-  ^j/ -4- y  =  o  et  en 
une  courbe  Q  =  o  d'ordre  7n  —  3  ;  ainsi  Ton  a  identiquement 

alors 

G -H  X2  G12 -f-. . .-+- X;„Gi;„  =  Û(a^  ^  pjK  H- Y) 
ou  • 

G  =  Û(a:r  H-  pj  +  y)  —  X2G12 — . . .  — X/,jGi„i. 

Si  l'on  porte  cette  valeur  de  G  dans  (1),  on  voit  que  cette 
intégrale  générale  de  troisième  espèce  se  décomposera  en 
une  intégrale  de  première  espèce  et  en  d^ autres  de  troi- 
sième espèce^  telles  que 


i 


G  d,T 


71^ ayant  plus  que  deux  infinis  x^  et  x^. 

Nous  allons  encore  préciser  davantage.  Appelons  ?,,  r, 


Y 
K  1    ^1 
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et  i2r^i2j  ^2  les  deux  points  où  l'intégrale  de  troisième  espèce 

/G(x,  y)dx 

devient  infinie  ;  ces  deux  points  sont  situés  sur  la  droite 

ax  -^^y  -\~^(  —o, 

dont  nous  écrirons  l'équation  sous  la  forme 

X     y     z    \ 
(2)  çi     -^1     ^1      =0     ou     Szho^r^iÇa- 

b       ^^12        ^2     I 

On  peut  représenter  un  point  ^,y,  z  de  cette  droite  par  les 
équations 


et  alors,  en  appelant  PQ  l'émanant  ;p"  ^2  +  3— 


'^2 


S2- 


on  aura 


^2 


En  observant  que/(;, ,  r,, ,  (^i  )  61/(^2,  "^2?  Ç2)  sont  nuls,  l'équa- 
lion  aux  intersections  de /=o  et  de  la  droite  (2)  sera 

Cette  équation  doit  avoir  les  mêmes  solutions  que 

G(|lH-^Ç2,    ^1-^-  ^-^2,    ^1-^  ^^2)  =0 

ou  que 

G(H„-rii,r,)4-PG  +  -^P2G  +  ...+  G(b,  r,2,  ^2)  =  o; 
donc  on  aura 


,    àf 


(3) 


A'of/^  prendrons  dorénavant  pour  type  de  notre  inté- 
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g  raie  de  troisième  espèce  l'expression 

G(a7,  y)dx 


/ 


(j{Xj  y)  =z  o  se7^a  une  courbe  de  degré  m  —  1  passant  par 
tous  les  points  singuliers  de  f=o  et  par  m  —  2  des  points 
où  S  zz  ^71,^2  rencoiitre  f=o;  les  points  ^,,  r^,  Ç|  et  ^o, 
r,o,  Ço  serojit  les  seuls  points  de  rencontre  de  f  ^=.  o  et  de 
2  ±  xr^^  ^2  P<^i^  lesquels  elle  ne  passera  pas. 

On  a  vu  que 

Calculons  les  résidus  de  la  quantité  placée  sous  le  signe  /  . 
Le  résidu  relatif  à  ^  =  ^,  sera 

or 

E  ±  ^rji  ^2 -- (^  —  ^i)(irii  —  7)2)  —  rjK  —  irii  )f  ^1  —  ^2) 

et 


donc 


2  ±377)1^2  =  (^  —  ^1) '  ■ 


L'expression  (5)  se  réduit  alors  à 


c'est-à-dire  à 

G(^i,  7),,  CO 


^^1       ^'^^^        ''"^^1       ^'df, 
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aioutant  et  retranchant  au  dénominateur 'Cl  ~  =  lo  -—-,  on  a, 
en  vertu  de  (4\ 

c'est-à-dire  —  i . 

Ainsi  l'intégrale  de  troisième  espèce  prise  le  long  cV  an 
cercle  infiniment  petit  décrit  autour  de  Vun  de  ses  infinis 
sera  — it^\^ — ^i  pour  le  point  ^,  et  -|-2-y/^ — i  pour  le 
point  \-i. 

Si  la  courbe /=:  G  n'est  pas  unicursale,  il  y  aura  toujours 
au  moins  une  intégrale  abélienne  de  troisième  espèce  ayant 
deux  infinis  donnés.  Ces  infinis  déterminent  la  droite 

a^H-^jK-i-Y     ou     ^r^a77]iÇ2  =  o; 

la  courbe  de  degré  m  —  2,  G  =  o  est  assujettie  alors  à  passer 
par  les  points  doubles  de  /*=  o  et  par  les  m  —  2  intersections 
de  la  droite  en  question  et  de/=o.  Ces  conditions,  comme 
nous  l'avons  vu,  ne  la  déterminent  pas  complètement  et  on 
peut  l'assujettir  encore  à 

(m  — '2)(m  +  r)  ^       im  —  \){m  —  i^ 

; ^m  —  -1)  —  ù  =    '^-- 0  =p  condit. 


XVIII.  —  Propriétés  des  intégrales  de  troisième  espèce. 

Le  théorème  bien  connu  d'Abel  nous  apprend  que,  si  nr  =  o 
représente  une  courbe  algébrique  de  degré  m  -f-  i,  njo  la  déri- 
vée de  ru  relative  à  j^  et  F  un  polynôme  de  degré  m  — •  2,  on  a 

Xi  et  jKi  désignant  les  intersections  de  w  =  o  avec  une  courbe 
algébrique  quelconque  <}  =  o.  Appliquons  cette  formule  au 

cas  où    /  -  dx  est  une  intégrale  de  troisième  espèce  aux  infi- 
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nis  li  et  ÇoJ  supposons  alors  que  F  =  o  passe  par  les  inter- 
sections de  f=  o  et  ^  =  o  et  que 


nous  aurons 


et  pour  X  ^  Xi 


=  fg^  ^=2--.^TQlC2, 


^2=^/2. 

Au  contraire,  pour  x  =  x'j,  en  appelant  x'j  ety'j  les  intersec- 
tions de  ^'  =  o  avec  d»  r=  o,  il  viendra 

^2  ==  fg2  ; 
(i)  devient  alors 

Nous  allons  transformer  la  seconde  somme;  à  cet  effet,  nous 
observerons  que  F  =  o  passe  par  les  intersections  de /*=  o 
et  g^^o  et  que  g^  est  une  constante  numérique.  Désip^nons 
pour  un  instant  par  ax  +  b  les  valeurs  de  y  tirées  de  ^  =  o, 

¥[x,  ax -\-  b)  divisera  y(.r,  ax -\-  6),  et  l'on  aura 

(3)  f{x,  ax  -\-  h)  =  {x  —  çi  )(a7  —  ç2)F(a7,  ax  -r^  ^)  A, 

A  désignant  un  facteur  numérique  que  nous  déterminerons 
en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  x^  ce 
qui  donnera 

V — h  -T^  a  ■=■  (x  —  c^'>)¥(x,ax  -^  b)tV-^  (M, 
dx        dy  \  ^-j     \    1  / 

(jj  désignant  des  termes  nuls  pour  ^=:  ^,.  Si  l'on  fait  alors 
^  =  il  on  a 

maisl^(^,,7n)estegala^2  if +^12-7^  -l-;..— -eta=  -' — -^, 
donc 


A  = 


4a.-b)^4;(.,-.2) 


(çi-?2)-(^?2^-r-^2^+.2^ 
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d'ailleurs    " 


€n  vertu  de  (3),  on  aura  alors 

et,  par  suite,  la  formule  (2)  deviendra 

Y        ^(xi,yi)dxi         ^  y       (b  — ^1^37,/ 

Supposons  maintenant  la  fonction  ^  de  la  forme  cp,H-Xcp2, 
cpi  et  cp2  désignant  des  polynômes  entiers  de  degré  m  à  coef- 
ficients constants  ;  les  Xi  et  les  x'j  seront  fonctions  de  \  et,  en 
faisant  varier  ).  de  o  à  co,  on  aura 

mais,  en  observant  que 

est,  à  un  facteur  près,  égal  au  polynôme  en  ?,  qui  a  pour  ra- 
cines les  abscisses  d'intersection  de  cp,-^).cpo  avec  la  droite 
o •:z=  o,  on  tirera 


2/ 


Cette  équation  est  l'expression  de  l'une  des  formes  du  théo- 
rème d'Abel.  Elle  montre  que  la  somme  des  intégrales  abé- 
liennes  de  troisième  espèce  obtenues  en  prenant  pour  limites 
inférieures  les  intersectionsdef^^  o  e^a,  —  o,  et  pour  limites 
supérieures  les  intersections  de  f=^  o  et  o..  =  o,  peut  s  ex- 
primer au  moyen  des  logarithmes  des  fonctions  cp,  et  o^ 
pour  les  valeurs  des  variables  qui  rendent  infinies  les  inté- 
grales de  troisième  espèce. 
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XIX.  —  Sur  les  valeurs  multiples  des  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce. 

Soit  ^0  un  point  déterminé  du  plan,  y^^  y^,  .  .  . ,  y  m  les 
valeurs  de  la  fonction  algébrique  y  en  ce  point;  évaluons  la 
valeur  de  l'intégrale  abélienne  de  première  espèce 


Q( X,  y)dx 


A  cet  effet,  construisons  d'abord  le  système  des  lacets 
dont  il  est  question  dans  le  théorème  de  M.  Liiroth  (p.  3^6) 
fv  —  i{m  —  2)  lacets  permutenty^  ety^',  les  a.(rn  —  2)  lacets 
restants  se  décomposent  en  m  —  i  groupes  de  deux  lacets 
permutant  le  premier  groupejKi  etjKa,  ...  ;  \e  (m  —  ^^^"10^  j^ 
etym- 

Tout  chemin  d'intégration  allant  de  Xq  k  x  se  ramène  à 
des  lacets  pris  parmi  ceux  que  nous  venons  de  considérer  et 
à  un  chemin  déterminé  XoX^  que  nous  appellerons  le  che- 
min direct,  et  cela  par  une  déformation  continue  qui  ne  lui 
fait  franchir  aucun  point  critique.  Par  conséquent,  en  appe- 
lant toujours  «1.  a.2j  .  .  . ,  a^^  les  points  critiques  et  It:(«^), 
dz(<22),  ...,  z±i[a^)  les  intégrales  prises  le  long  de  ces 
lacets,  la  valeur  la  plus  générale  de  V  sera  de  la  forme 

V,-  -^  a, 

Vi,  V2.  •  .  . ,  y  m  désignant  les  valeurs  de  V  prises  le  long  du 
chemin  direct  XoXi  en  prenant  pour  valeurs  dey  en  Xq,  res- 
pectivement y  i,j^2r  •  •  •  )  y  m  et  en  désignant  par  a  une  somme 
de  termes,  tels  que  iiz(a<),  ±(«0),  •  •  ••  Mais  cette  expres- 
sion V/  -I-  a  peut  se  simplifier. 

Tous  les  lacets  permutant  la  valeur  de  y^  avec  une  autre, 
nous  adopterons  le  signe  +  devant  (a^)  pour  indiquer  qu'il 
est  parcouru  avec  la  valeur  initiale  yi  de  y.  Il  résulte  de 
cette  convention  que  deux  lacets  actifs  parcourus  successive- 
ment seront  affectés  de  signes  contraires,  et  la  valeur  la  plus 
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générale  de  V  sera,  en  prenant  r,  pour  valeur  initiale, 

(0  («/)  — («y) +  («/,)—...+ V/i, 

Il  désignant  un  des  nombres  i ,  2,  3,  .  .  . ,  m. 

Les  différences  {ai)  —  {aj)  peuvent  s'exprimer  linéairement 
au  moyen  des  seules  différences 

(ai)  — («2),     (a,)_(a3),     ...,     (^a{}  —  {a,^), 
que  nous  pouvons  appeler  £0,  £3,  .  .  .,  £j^;  en  outre,  on  a 

(a,)=(ai;— [(rt,)  —  (6?,-)]  =  (ai  )—£,•; 

en  appelant  alors  S  une  somme  de  termes  de  la  forme  £2, 
£3,  .  .  . ,  l'expression  (i)  se  réduira  aux  types 

Nous  nous  attacherons  surtout  à  l'étude  du  premier  type  et 
à  l'évaluation  de  la  somme  S,  que  l'on  appelle  \ine  période 
de  l'intégrale. 

Une  première  simplification  résulte  de  ce  que,  si  l'on 
considère  un  groupe  G^t  dans  lequel  />2,  on  peut  faire 
abstraction  des  lacets  de  ce  groupe  dans  l'évaluation  d'une 
somme  S.  En  effet,  supposons  qu'il  entre  dans  cette  somme 
une  intégrale  prise  le  long  d'un  lacet  permutant  jki  avec  jk/, 
nous  ne  pouvons  revenir  en  Xq  pour  décrire  le  chemin  direct 
XqX  avec  la  valeur  initiale  y^  qu'après  avoir  parcouru  un 
second  lacet  permutant  ji  et  j,-;  si  c'est  le  même  lacet,  la 
seconde  intégrale  détruira  la  première;  si  c'est  l'autre  lacet 
du  groupe,  je  dis  que  la  seconde  intégrale  détruira  encore  la 
première;  en  effet,  partons  avec  la  valeur  initiale  yi  et  décri- 
vons successivement  les  lacets  des  groupes  successifs 

Gi2,     Gi3,     ...,     Gi/,     ...,     Gi,„, 

tous  les  lacets  seront  inactifs,  jusqu'à  ceux  du  groupe  G^i. 
A  la  sortie  du  groupe  G^,  JK  aura  la  valeur  j^/  et  les  groupes 
suivants  seront  inactifs,  mais  l'intégrale  totale  engendrée 
par  ce  contour  est  équivalente  à  l'intégrale  prise  autour  d'un 
L,  —  Traité  d'Analyse,  IV.  26 
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lacet  ayant  le  centre  de  son  cercle  à  l'infini;  elle  est  donc 
nulle.  L'effet  des  lacets  de  G^-  est  donc  de  fournir  une  inté- 
grale nulle  quand  on  les  décrit  avec  la  valeur  initiale  j^/,  et 
par  suite  aussi  quand  on  les  décrit  avec  la  valeur  initiale  j^i  î 
on  peut  donc  faire  abstraction  de  tous  les  groupes,  excepté 
du  groupe  Gio,  quand  il  s'agit  d'évaluer  une  période  S. 

Mais  alors  la  valeur  de  l'intégrale  prise  avec  la  valeur  ini- 
tiale yi  le  long  du  même  contour  Gi2,  Gis-,  .  .  .,  G^m  sera 
égale  à  zéro;  or  elle  est  aussi  égale  à 

(«O  — («2)M-(a3)  — .-.  — («7)' 

q  désignant  le  nombre  des  points  critiques  permutanty<  ety2  î 
cette  somme  peut  s'écrire 

Il  existe  donc,  entre  les  périodes  {a^)  —  (a/)  en  fonction 
linéaire  et  à  coefficients  entiers  desquelles  on  peut  exprimer 
toutes  les  autres,  une  relation  linéaire  et  à  coefficients  entiers  ; 
donc  enfin  les  périodes  S  sont  de  la  forme 

?ni  wi  -1-  m2  W2  -+- . . .  +  niq-'i.  ^7-2? 

ûii,    nio^    ...    désignant   des    entiers    et   Wi,    Wo,    ...    des 
périodes  particulières. 
On  a  d'ailleurs 

q  =  w  —  '2{m  —  2)=  ip  -i-  2, 

p  désignant  le  genre  de  y,  ce  dont  on  s'assure  en  observant 
que  w  =  m{m  —  i)  —  20  (p.  67).  On  a  donc  q  —  2  =  2/?, 
et  le  nombre  des  périodes  au  moyen  desquelles  on  peut 
exprimer  S  est  2p. 


XX.  —  Choix  d'un  système  de  périodes. 

Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  l'on  pouvait  exprimer 
une  période  quelconque,  linéairement,  au  moyen  des  périodes 
(a^)  —  (<^2))  (<^i)  —  {^3)1   •  •  •  'j  mais  on  peut  choisir  les  pé- 
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riodes  en  fonction  desquelles  on  exprime  toutes  les  autres 
d'une  façon  plus  avantageuse. 

Construisons  la  surface  de  Riemann  relative  à  la  fonction  y, 
comme  il  a  été  expliqué  (p.  38 1)  ;  pratiquons  le  système  cano- 
nique de  sections  et  reportons-nous  à  Idijig.  17,  qui  repré- 
sente ce  système  canonique. 

Appelons  AfTintégrale  V  prise  le  long  de  la  rétrosection  r 
qui  enveloppe  les  points  at  et  at^^, 

Af  est  une  période  ;  appelons  B^  l'intégrale  de  V  prise  le  long 
de  la  section  a-  qui  traverse  la  ligne  de  passage  atai^^,  B/  sera 
également  une  période. 
Il  faut  prouver  que  l'on  a 

2  =  -f-  mi  Al  -f-  mg  A3  H- . . .  +  mg;,-!  Aa^^-i 


(  4-/1161+71363     +...H-    7l2y,-lB2p-l, 

m^j   m^,    ...,  /^^,  11-2,   ...    désignant  des  nombres  entiers. 
C'est  ce  à  quoi  l'on  arrive  en  montrant  qu'une  période  telle 
que  («i)  —  (a/)  est  de  la  forme  précédente. 
Or  on  a 

Al  =  («,)  — («2), 

A3=(a3)— (<^4)  =  («l)  — (<^4)— [(«1)  — («3)], 

OU,  en  posant,  pour  abréger,  (a,)  —  [ai)  =  c^ 

Al  =  C2,  Bi  =  C2;j+1, 

A3  =  C4  —  C3,  B3  =  C^p+i  —  C3, 

As^Ce—  Cg,  B5  =  C2/,+  i  —  C5, 

1  1 

A2/)— 1  =  C2p         <^2/>— 15  B2/J-4-1  =  C2/J4-1  —  C2/J-I. 

Celles  de  ces  équations  qui  contiennent  les  B  donnent  immé- 
diatement C2p+ij  C3,  C5,  ...,  C2p-i,  les  autres  donnent  €2- 
€jij  ...,  C2p',  les  périodes  Ci  =  (ai)  —  (ai)  sont  donc  expri- 
mables sous  la  forme  (i),  et  il  en  est  de  même  d'une  période 
quelconque  S. 
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Je  suppose  maintenant  i^fig-  17)  que  le  point  x  décrive 
dans  le  sens  direct  le  contour  de  la  surface  de  Riemann  ren- 
due monadelphe  en  partant  du  point  0  avec  la  valeur  de  y 
qu'il  aurait  s'il  se  rendait  de  x^  en  Q  sans  traverser  de  cou- 
pure. Proposons-nous  de  calculer  la  différence  des  valeurs  de 
V  des  deux  côtés  d'une  même  coupure;  cette  différence  est 
évidemment  constante,  puisque  dN  y  a  des  valeurs  égales. 

Supposons  que  nous  soyons  arrivés  au  point  a;  si,  chemi- 
nant dans  le  sens  direct,  nous  marchons  jusqu'en  [3,  l'ac- 
croissement subi  par  l'intégrale  V  est  l'intégrale  relative  à  la 
seconde  section  a-  ou  B3  :  donc  la  différence  des  valeurs  de  V 
à  gauche  et  à  droite  de  la  seconde  rétrosection  r  est  B3. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'on  décrive  en  partant  de  ^ 
la  seconde  rétrosection  ;-,  on  arrivera  en  y  avec  l'accroisse- 
ment A3  de  V;  donc  la  différence  des  valeurs  de  V  à  gauche 
et  à  droite  de  la  seconde  section  a-  est  A3. 

Enfin,  il  est  clair  que  V  a  la  même  valeur  à  gauche  et  à 
droite  de  la  section  s. 

En  général  : 

A  gauche  et  à  droite  d'une  section  r  ou  a-,  V  prend  des 
valeurs  qui  diffèrent  entre  elles  par  la  valeur  de  V  pris 
le  long  de  la  section  a-  ou  r  qui  la  coupe.  A  gauche  et  à 
droite  d'une  section  s,\  a  les  mêmes  valeurs. 


XXI.  —  Relations  entre  les  périodes  de  deux  intégrales 
de  première  espèce. 

On  sait  que  la  fonction  y  donne  lieu  à  p  intégrales  dis- 
tinctes de  première  espèce  ;  soient  Vt^  et  V^  deux  quelconques 
d'entre  elles  que  nous  supposerons  toujours  engendrées  avec 
la  même  valeur  initiale  de  y  et  en  suivant  le  même  chemin  ; 
nous  désignerons  par  af\  A'^^*,  B^-^*  les  valeurs  que  prennent 
at^  Aj,  Bf  quand  à  l'intégrale  quelconque  dont  nous  nous 
sommes  occupés  plus  haut  on  substitue  W^.  et  par  dy\  A[^', 
BJ^*^  les  valeurs  que  prennent  a^,  A/,  B^  quand  à  V  on  substi- 
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tue  V^.  Considérons  l'intégrale 


Cwi^dW^^—  fY^dYV- 


prise  tout  le  long  du  contour  de   la   surface   de  Riemann 
rendue  monadelplie,  cette  intégrale  est  nulle;  on  a  donc 


(^)  / 


V[J-^Vv  =  o. 


L'intégrale  en  question  se  décompose  en  d'autres  prises  cha- 
cune deux  fois,  le  long  de  chaque  section,  r,  a-  ou  5,  tantôt 
dans  un  sens,  tantôt  dans  le  sens  contraire.  Le  long  d'une 
section  5,  Y^  prenant  des  valeurs  égales,  les  intégrales  se 
détruisent  et  l'on  peut  faire  abstraction  de  ces  sections. 

Le  long  de  la  section  r  qui  entoure  les  points  «o^-n  ctn^ 
Vf^  prend  des  valeurs  différant  de  B!|^_,;  cette  section  apporte 

alors  à  l'intégrale  /  Y^dY"^  le  contingent 


/ 


puisque  cette  intégrale  est  prise  le  long  de  la  rétrosection  r 
en  question.  On  verrait  de  la  même  façon  que  le  contingent 
apporté  par  la  section  <7  qui  coupe  la  section  /-  que  nous 
venons  de  considérer  est  —  K^f^_^^''l\_^]  de  sorte  que  l'équa- 
tion (A)  devient 

(■)  2ti'5"^'"-^*''^'"]  =  °' 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  nombres  impairs  i 
depuis  I  jusqu'à  2/?  -j-  i. 

Telle  est  la  relation  remarquable  qui  lie  entre  elles  les 
périodes  de  deux  intégrales  abéliennes  de  première  espèce, 
dans  laquelle  on  peut  aussi  supposer  les  indices  i  égaux  à  i, 
2,  3,  ...,/?,  en  changeant  de  notation  et  en  appelant  A,, 
A2,  ...,  A^,  Bi,  ...,  Bp  les  intégrales  prises  le  long  des 
sections  r  et  s.  C'est  ce  que  nous  ferons  dans  la  suite. 
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XXII.  —  Intégrales  normales  de  première  espèce. 


Considérons  p  intégrales  de  première  espèce  distinctes  et 
désignons-les  par  ¥< ,  V2,  .  .  . ,  V^  ;  formons  ensuite  des  com- 
binaisons linéaires  et  homogènes  (^o  ^2?  •  •  •  >  ^/>  de  ces  inté- 
grales, à  savoir 

<^i  =  Tu  Vi  +  Y12V2 -h. . .+ Yi/,  Vp, 
P2  =  Y21V1  H-  Y22  V2 +  . . .+  Y2/>V^, 


On  pourra  déterminer  les/>2  quantités  y^y,  de  telle  sorte  que 
les  /?2  valeurs  que  prennent  les  intégrales  v  le  long  d'une  sec- 
tion c  aient  des  valeurs  données;  on  pourra  donc  supposer 
^f^  =  o,  pour  i>  p.  et  B[i^  =:  2 tc  y/ —  i  pour  i=  11:  alors  la  re- 
lation (i)  donnera 


B'f^)A<;'-B:>At^'  =  o 


ou,  en  observant  que  Bjjf>  =  BÎ/*=:  211  y/ — 
Nous  poserons 


les  intégrales  ^i,  ^^25  »  •  • ,  <^/)  auront  alors  pour  périodes 


iTZV—h 

0, 

.  .  .,                 0; 

0, 

2  TT  /—  I , 

0; 

? 

0, 

j 

0, 

•  •  •  7         

.  .  .  ,       2  71  v/—  1 

2^11, 

,       26112,        .. 

.,     laip, 

2a2i, 

2^22,        .. 

.,     aaap, 

2a^l,      2a;,25       •••?       îi«^^ 


les  intégrales  Pi,  (^27  •  •  •  5  ^/?  sont  alors  ce  que  l'on  appelle  les- 
intégrales  normales  de  première  espèce. 
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XXIII.  —  Propriété  remarquable  des  périodes  normales. 

La  propriété  que  nous  allons  démontrer  n'est  pas  nn  théo- 
rème simplement  curieux  ;  elle  servira  de  base  à  tout  ce  qui  va 
suivre.  Soient  /i,,  ^25  •  •  •  ?  'V  d^^  entiers  quelconques,  laij 
les  périodes  normales;  la  partie  réelle  de 

est  négative. 

Soient,  en  efFet,  v^,  v^^  -  •  -,  ^p  ies  intégrales  normales  de 
première  espèce;  soit 

V  =  ^1  Pi  +  /i2 P2  +  •  •  -+  '^P <^/j  =  X  +  /—  ^  Y. 

Évaluons  l'intégrale 

pour  toute  la  surface  de  Riemann  :  cette  intégrale  est  posi- 
tive; elle  est  égale,  en  vertu  du  théorème  de  Riemann  qui 
nous  a  servi  à  établir  le  théorème  de  Cauchy  sur  l'intégrale 
d'une  fonction  prise  le  long  d'un  contour  fermé,  à 

//■-*[(S)'-(S)1 

ou  à  celle  de  l'intégrale  simple 

prise  le  long  du  contour  de  la  surface  rendue  monadelphe,  et 
à  une  intégrale  double,  nulle  en  vertu  de  la  relation 

-T-T  +  -7-7    =Oî 

or  la  valeur  de  l'intégrale  simple  qui  est  positive  est  facile  à 
évaluer. 

Si  nous  appelons  a\^\  a\^\  ...  les  intégrales   /  dY  prises 
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le  long  des  sections  r;  a'J",  a^^\  ...  les  intégrales  /  d\. 
prises  le  long  des  mêmes  contours;  U^\  b\^\  ...  les  inté- 
grales /  dY  prises  le  long  des  sections  c-;  6',^',  b^^\  .  .  .  les 
intégrales  /  cHL  prises  le  long  des  mêmes  contours,   nous 

trouverons,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  quand  il  s'est 
agi  de  trouver  une  relation  entre  les  périodes  des  intégrales 
de  première  espèce. 

Mais  dp  +  b\^^  y/ —  i  et  dp  +  bf^  sj —  i  sont  les  périodes  de 
V  =  X  +  Y  y/ —  i^  les  dp  sont  nuls,  les  bp  sont  égaux  à  des 
multiples  de  211  :  donc 

f  Y  dX  =  —  i-^zSaP  m- 

mais  les  dp  sont  de  la  forme 

( /Il aji H-  n-i aj.2  -+-.  .  .-i-  Up ajp ), 
donc 

/  Y d\  —  — iTz^ ^ajinjUj^ 

donc,  comme  /  Yc/X  est  essentiellement  positif,  il  est  bien 
démontré  que  la  partie  réelle  de  ^<2/y/i//2y  est  négative. 


XXIV.  —  Intégrales  normales  de  troisième  espèce. 

On  trouverait  les  variations  de  l'intégrale  de  troisième 
espèce  comme  on  a  trouvé  celles  de  l'intégrale  de  première 
espèce;  mais,  outre  les  périodes  correspondant  aux  points 
de  ramification,  les  intégrales  de  troisième  espèce  ont  encore 
deux  périodes  271  y/ — i,  correspondant  à  leurs  infinis  loga- 
rithmiques. 

Soit  S(^,,  Ço)  une  intégrale  de  troisième  espèce  possédant 
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seulement  les  deux  infinis  ^,  el^^',  elle  contient/?  paramètres 
variables.  On  les  déterminera  comme  il  suit  :  appelons  iii, 
11-2',  .  .  '  ^  iip  p  intégrales  normales  de  première  espèce  et  2a,, 
sao,  . .  . ,  2  0Lp  p  périodes  de  S  qui  correspondent  à  ses  points 
de  ramifications;  posons 

TT  ^ I  TT  y  I  'ÎT  V  —  I 

Si  Ton  fait  variera  de  manière  que  U\,u-2-,  .  •  • ,  Up  augmentent 
de  2 71  y/ —  I,  on  voit  que  II  ne  variera  pas  et,  par  conséquent, 
la  fonction  II  aura  perdu  une  moitié  de  ses  périodes;  cette 
intégrale  II  est  ce  que  l'on  appelle  une  intégrale  normale  de 
troisième  espèce. 


XXV.  —  Relations  entre  les  périodes  de  deux  intégrales 
de  troisième  espèce. 

JNous  considérerons  deux  intégrales  de  troisième  espèce 
S(^,  ^),  et  S(a,  a')  aux  infinis  \  et  II ,  a  et  ci! .  Les  raisonne- 
ments qui  nous  ont  permis  de  trouver  une  relation  entre  les 
périodes  des  intégrales  de  première  espèce  vont  nous  per- 
mettre de  trouver  une  relation  entre  les  périodes  des  intégrales 
de  troisième  espèce. 

Nous  considérerons  l'intégrale 


/ 


S(^,  r)^S(a,  a'), 


et  nous  retendrons  à  tout  le  contour  de  la  surface  de  Riemann 
rendue  monadelphej  cette  intégrale  ne  sera  pas  nulle,  parce 

que  la  quantité  placée  sous  le  signe  /  devient  infinie  en  ç,  ^', 

a  et  c/! .  Or  nous  avons  vu  (p.  396)  que  les  résidus  de  S(i,  II) 
étaient  +  1  et  —  i  en  ^  et  S',  de  sorte  que  la  valeur  de  notre 
intégrale,  au  lieu  d'être  zéro,  sera 
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et  que,  en  appelant  A'f ,  Af\  ...  les  intégrales  fdS{^,  ^') 
prises  le  long  des  sections  r,  .  .  . ,  on  trouvera 

Si  l'on  applique  cette  formule  à  des  intégrales  normales,  les 
périodes  B  par  exemple  ayant  disparu,  le  second  membre  de 
cette  formule  sera  nul,  et  l'on  aura 


f  ^n(a,a')=  f  dna,^'). 


C'est  dans  cette  formule  que  consiste  le  théorème  dit  de 
rechange  du  paramètre  et  de  V argument.  Dans  une  inté- 
grale de  troisième  espèce  les  limites  sont  les  arguments,  les 
infinis  sont  les  paramètres. 

On  trouverait  d'une  façon  analogue  une  relation  entre  les 
périodes  d'une  intégrale  abélienne  et  d'une  intégrale  de  fonc- 
tion rationnelle.  Nous  ne  chercherons  pas  cette  relation, 
parce  qu'elle  conduit  au  théorème  que  nous  avons  déjà  trouvé 
par  une  autre  voie  comme  cas  particulier  du  théorème  d'Abel, 
ou  plutôt  comme  l'expression  sous  une  autre  forme  de  ce 
théorème  qui  a  déjà  été  interprété  de  tant  de  manières. 

XXVI.  —  Remarques  au  sujet  du  théorème  d'Abel. 

En  général,  si  l'on  coupe  une  courbe  /=  o  de  degré  m 
par  une  courbe  (j>  =  o  de  degré  /z,  on  obtient  mn  points 
d'intersection.  Ces  mn  points  ne  peuvent  pas  être  choisis 
arbitrairement  (voir  un  Mémoire  de  Jacobi,  C relie,  t.  XV). 
En  effet  : 

n  c-         ^                         .1               n(nH-3)    ^  '    ^ 

t"  oi  n<^m^  on  peut  se  donner  -^^ -<^mn  points 

d'intersection  ;  la  courbe  tL  =::  o  est  déterminée  par  ces  points 

et  les  mn ^ =  n autres  points  d  inter- 

section  sont  déterminés. 
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2°  Si  n^m,  on  ne  change  pas  le  système  des  intersections 
des  courbes /=  o,  <];  =  o  en  substituant  à  la  courbe  t};  =  o  la 
courbe  qui  a  pour  équation 

(l)  i|;  +  (p/=0, 

cp  désignant  un  polynôme  de  degré  n  —  /??.  Or  on  peut  déter- 
miner (p  de  manière  à  faire  disparaître  de 

^^^  coefficients;  la  courbe  (i)  ne  con- 
tiendra plus  alors  que 

(/i-f-T)(/i-4-2)       (n— m-f- i)(/i  — m-4-2)         _  (m — i)(m  —  i) 

2  2  ~~  2 

coefficients  arbitraires.  Or  les  courbes  (i)  et  ij>  =  0  détermi- 
nent les  intersections  de  tj>  ^  o  et  /=  o,  comme  nous  venons 

1     1,   1                                (m  —  i)(/n  —  2)       .  ,,.  .         , 

de  1  observer;  mn points  d  intersection  de 

/i               ,             1          ,       1       (m  —  i)(m  —  2) 
=r  o,   ^  =  O  étant   donnes,  les  ^ — autres    sont 

donc  déterminés. 

Ces  conclusions  sont  inexactes  quand,  parmi  les  points 
d'intersection  donnés,  se  trouvent  des  points  multiples  de 
f=  o.  En  effet,  si,  prrmi  les  points  d'intersection  de  /=  o 
et  <L  =  o,  il  y  a  des  points  doubles  de  f=  o,  ces  points  déter- 
minent chacun  un  coefficient  de  d/  =  o,  mais  ils  comptent 
pour  deux  parmi  les  mn  intersections  des  deux  courbes. 

Supposons  n:=*m  —  i  ou  n=  ni  —  2  ;  dans  ces  deux  cas, 

dn( n  -{-  ^)       .  iv  .         -, 

onnant  -^ points  d  intersection,  les  autres  sont 

au  nombre  de 

n(n-{-3)       (m  — i)(m  — 2) 

T/l/fc   3=    y 

2  2 

comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  en  remplaçant  dans  le 
premier  membre  de  cette  formule  /^  par  m  —  i  ou  m  —  2, 
pourvu  que,  parmi  les  points  donnés,  il  n'y  ait  pas  de  point 
multiple  de  /=  o.  Si,  au  contraire,  parmi  les  points  don- 
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nés,  se  trouvent  tous  les  points  multiples  de/:=  o  que  nous 
supposerons  au  nombre  de  S  (ou  en  nombre  équivalent  à  8 
points  doubles  ordinaires),   on  pourra  se  donner  toujours 

0  points  de  ^  qui  seront  simples  pour  /',  plus  les 

ô  points  doubles,  et  il  ne  restera  plus  que 

mn ^- —^  ■—  0  =  ^ ~ —6=p 

2  2  ^ 

points  d'intersection  à  déterminer  au  moyen  des  premiers,  p 
désignant  le  genre  de  f=  o. 

Ainsi,  en  résumé,  en  supposant  n=  m  —  i  ou  n  =  m  —  2, 
on  peut  choisir  arbitrairement  mn — p  points  cV intersec- 
tion de  f^=  o,  ^  ^  o;  les  p  autres  seront  déterminés. 


XXVII.  —  Intégration  d'un  système  abélien. 
Soit 

rQ_i{x,y)dx^       rq^{x,y)dx  ^     _^^       r(lp{x,y)dx 

un  système  d'intégrales  abéliennes  normales  de  première 
espèce.  En  vertu  du  théorème  d'Abel,  si  l'on  coupe  la 
courbe /=  o  par  la  courbe  'h  =  o  algébrique,  on  aura,  entre 
les  coordonnées  des  points  (x^ ,  y^),  .  .  . ,  {x^^^  y^^)  d'intersec- 
tion, les  relations 


(0  \  -^    M^i,yi) 


M^hyi) 
y  Qi(^i,yi)dxi 


1 

'  Q'ilxi,  yi)dxi 

o, 


1 


Ma^hyi) 


ou  plutôt  ces  relations  n'existeront  qu'entre  les  points  va- 
riables àes  intersections  de/=  o  et  <]^  =  o.  Supposons,  pour 
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fixer  les  idées,  le  degré  n  de  ^  égal  km— 2,  les  intersections 
de /et  (j;  seront  au  nombre  de  m(m— 2);  donnons-nous 
n(n-^3)         (m-9.)(/n-M)       .^^^    d'intersection    des    deux 

courbes,  parmi  lesquels  se  trouveront  les  ô  points  doubles 
de  f=  o,  il  y  aura  encore 

m{m  —  2) û 

points  d'intersection;  ce  nombre  est  égal  à 

(m  —  i){m  —  i)       .  _ 

o  —  /y , 

dont  la  position  dépendra  des  premiers;  la  différence  entre 
ce  nombre  et  le  nombre  des  points  donnés  est 

(m  — 2)(7n-f-T)       .       [(m  —  9.)(m  —  i)     ^^ 


o_._[ 


c'est-à-dire  m —  2.  Ainsi  le  nombre  des  points  que  l'on  peut 
choisir,  abstraction  faite  des  points  doubles,  excède  le 
nombre  /?;  on  peut  donc  supposer  que  p  de  ces  points 
choisis  soient  fixes. 

En  résumé,  parmi  les  intersections  des  courbes  /=o, 
^  =  o,  il  y  a  : 

i«  0  points  doubles  de/=  o,  (a); 

i""  p  points  fixes  simples  de  /=  o,  (a)  ; 

30  ^ —  2  points  variables  choisis  arbitrairement,  (^'); 

4*^  p  points  variables  dont  la  position  dépend  de  celle  des 
précédents,  (^)  (en  sorte  que  ji.  =  //z  —  2  +/>). 

Appelons  ^, ,  ^2,  .  .  • ,  -^/^  les  abscisses  des  derniers  points  ; 
appelons  Xp^K,  .  .  • ,  ^jx  les  abscisses  des  autres  points  va- 
riables :  les  équations  (i)auront  lieu  entre  les  points  variables. 

Les  équations  (1)  donnent  Heu  aux/»  intégrales 

Mais  on  peut  remplacer  ces  équations  transcendantes,  dans 
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lesquelles  c^^  C2,  .  .  .  ^  Cp  sont  des  valeurs  de  x^ ,  X21  .  .  .  ^  Xp 
pour  Xp^^  =  Cp^i,  .  .  .,  par  d'autres  fournissant  les  mêmes 
valeurs  de  Xi^  x^t  ...  et  algébriques. 

Il  suffît  pour  cela  de  chercher  la  résultante  R  =  o  de  y*  =  o, 
tl»  =  0  provenant  de  l'élimination  de  j^;  si  l'on  divise  R  par 
le  produit  des  facteurs  de  la  forme  x  —  ^^-  et  ^  —  «/,  x'i  et  ai 
désignant  les  coordonnées  des  points  d'intersection  variables 
et  fixes  que  l'on  peut  choisir,  le  quotient 

Ao  xP  —  Al  ^r/'-i  4-  A2 xP-'^  — . . .  dz  Ap 

sera  le  produit  des  facteurs  (^  —  x^{^x  —  ^2)  •  >  \x  —  ^^), 
en  sorte  que  l'on  aura 

Al 

_  A2 

(3)  -  x^x^--^...-^Xp-^Xp--j-^, 


Xi  X2  •  .  •  Xp  —    -r      y 

Ao 

et  ces  équations  algébriques (3) feront  connaître  Xi^Xo,  ...^Xp, 
aussi  bien  que  les  équations  (2);  elles  renferment  les  con- 
stantes arbitraires  a< ,  a2,  .  .  . ,  <2^,  qui  sont  les  abscisses  des 
p  points  d'intersection  fixes  de  /=  o  et  ({>  =:  o,  qui  sont 
simples  pour/"=  o. 


XXVIII.  —  Addition  et  inversion. 

Considérons  la  courbe /==  o  d'ordre  m,  et  coupons-la  par 
une  courbe  variable  ^  =  o  d'ordre  m  —  2,  que  nous  ferons 
passer  par  ses  8  points  doubles  et  par  m  —  2  autres  points 
fixes  de  f=  o,  il  restera 

m{m  —  2)  —  20  —  m  —  2  =(m  —  i)(m  —  2) —  25  =  2/> 

autres  points  d'intersection  variables,  que  nous  appellerons 
(^,,70,  (^2,72),  ...,  {^p,  yp)QHA^y\)y  (^2^X2)^   '-y 
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(^'     y  ).  Le  théorème  d'Abel  nous  apprend  qu'entre  ces 
points  on  aura  les  relations 

(I) 

-P  i  =  P 


^  M^h  yô  ^  M^h  fi) 

or,  si  l'on  pose 


1  =  1 

(î)  { ' 

yt)  ^ 


(2') 

1  i=p 


on  pourra  supposer  ces  équations  résolues  par  rapport  à  x^^ 

X2,  .  . . ,  j:^  ,  ^'2,  .  •  •  et  poser 

Xi=\\{Ux,  Ui,   .  ,  .,Up)^            372=^2»              •••? 
x\  =  \l{Vi,    V2,    ..  .,   Vp),  372  =  X 2,  

Les  équations  (i)  intégrées  donnent 

(3)  u^-^r■Vx—  ^\^  W2+^2=WP2j  •••> 

iv,,  (^Vo,   .  .  .  désignant  des  constantes  que  l'on  peut  repré- 
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senter  ainsi 


i=p    __  ji^ 

'  ^'  Çlpix],  y"i)dx"i 


M^h/i) 


et  d'où  l'on  tire 
OU  bien 

Mais  on  peut  remarquer  que  les  équations  (3),  en  vertu  des- 
quelles u^  +  (^1,  U2-\-  ^25  •  •  •  sont  constantes,  sont  les  inté- 
grales de  (i)  et  que  l'on  peut  trouver  d'une  autre  manière  les 
intégrales  de  (i);  ces  intégrales  sont  les  relations  algébriques 
qui  existent  entre  ^i ,  ^2,  .  » .  ■>  Xp  et  x\,  x'^^  .  .  . ,  ^'  ;  pour 
trouver  ces  relations,  on  élimine  y  entre  /=  o  et  ^  =  o  :  la 
résultante  R=  o  a  pour  racines  x^,  .  .  .,  Xp,  x\^  .  . .,  x  , 
les  X  des  8  points  doubles  def=  o  et  les  m  —  2  points  fixes 
communs  à/=o  et  (J>  =  o;  il  sera  alors  facile  de  former 
l'équation  qui  a  pour  racines  seulement  les  xi  et  les  x'^.  Soit 


Aocv^P  4-  Aia;2/>-i  -+-... -4-  Ajp  =  o 


cette  équation. 
On  en  déduira 


Les  quantités —^>  -^t  •••  ne  contiennent  que  les  coordonnées 

des  points  fixes  d'intersection  de  /*  et  '|  =  o  :  ce  sont  donc 
des  quantités  constantes  ou  des  fonctions  de  v^>\^  (^2?    •••- 
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Les  formules  précédentes  donnent  alors 
ou  bien 

> 

et  ces  relations  sont  algébriques.  On  voit  donc  qu'«7  existe 
p  relations  algébriques  entre 

'ki{Ui,    112,    ,  .  .  ,    Up),  A^iUi,    U2,    .  .  .  ,    Up),  ..., 

et 

qui  permettent  de  calculer  ces  p  dernières  quantités  en 
fonctions  des  ip  autres. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  l'addition  des 
fonctions  abéliennes  (Hermite,  Comptes  rendus j  t.  XVIII, 
Qi  Journal  de  Liouville,  t.  IX,  i""^  série). 

XXIX.  —  Des  fonctions  6  de  plusieurs  arguments. 

En  suivant  le  fil  des  analogies  fournies  par  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  on  posera 

(1)  e(57i,  X2,    .  .  .,   Xp)  =  ^'2^"  '  e^'^i-^i+^^ij^inj^ 

le  signe  ^^-  •  •  s'étendant  aux  valeurs  «,,  n.2,  . .  .,  np  en- 
tières comprises  entre  —  00  et  4- co,  en  supposant  aij=  aji. 
Si  ^^aijninj  est  une  somme  de/?  carrés  négatifs,  ou  si  seu- 
lement la  partie  réelle  de  ^^aijjiinjse  décompose  enp  carrés 

négatifs,  ce  que  nous  supposerons,  la  série  (i)  sera  conver- 
gente. En  effet,   soient  bij  la  partie  réelle  de  aij,  ^i  celle 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  27 
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de  Xi^  il  suffît  de  prouver  que  la  série 

^  ^  •  •  •  e^"'  ^'+^*'7  "*  "/ 

est  convergente;  or  elle  l'est,  en  vertu  d'un  théorème  connu 
de  Gaucliy,  car  l'intégrale 

*^—  00  ^—  oc 

est  finie  ;  pour  s'en  assurer,  il  suffît  de  prendre  pour  variables 
les  racines  Ni,  N2,  .  .  . ,  N^  des  carrés  dans  lesquels  on  peut 

décomposer  \  6/y^^f/^y•;  cette  intégrale  devient  alors 


) 


^Ni^N, 


X,,  X2,  .  .  .  désignent  des  fonctions  linéaires  de  ^<,  ^07  •  •  •  et 

le  déterminant  ,,\!^'  t>.t^'  "\  est  une  constante.  L'intéerrole  en 

question  est  donc  finie,  et  sa  valeur  pourrait  même  être  éva- 
luée au  moyen  de  formules  connues. 
Pour  abréger,  nous  poserons 


1 


aijninj  =  i];. 


dm  d^  d^ 

nous  aurons  alors 

0(^1,^2,  ...)  =  22...eS«.-^-i+4^, 

et  l'on  reconnaît  immédiatement  que  /:<,  ^2?  •  •  •  désignant 
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des  entiers, 

(2)  0(— 371,   —:r2,    ...)=  0(^1,  •2^2,    •••)» 

(3)  0(^1  ^2/m  7:/—  1,  a72+2/i2  7r  y/^,    ...)  =  Q{Xi,  X-^,    ...), 

(4)  6(^1 -T-  2  Toi,  572 -f- 2  7172,    .  .  .,  Xp-^  IWp) 

Vi,  Vo,  ...,  v^  désignant  des  entiei^s  quelconques.  Les  for- 
mules (2)  et  (3)  sont  évidentes;  pour  de'montrer  la  dernière» 
observons  que 

0(.  .  .Xi-^ITDi.  ..) 

r=   %    %    .  .  ,  e^«jJ"j-l-2S/ZjCT,-(-'i»(rt,,nî,...) 

=  \   \    .  ,  .  e^(«J-l-V,)x,-4-'];(«i+v,,rtj+V2,...)-Sv,-.r,-CT- 

or  la  formule  (i)  ne  change  pas  quand  on  change /i,  en/î,  4-v,^ 
A?2  en  /io  4-  Vo,  ...  ;  on  a  donc 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

La  fonction  6  peut  s'écrire  sous  la  forme 

ou 

et  aussi  sous  la  forme 

^\  . . .  e-^«i-ri-i-']>{/2,...)j 
on  a  donc,  en  prenant  la  demi-somme  des  résultats, 
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Si,  quel  que  soil  /?,  on  a 

V  îiiXi  4-  V  v/^i  +  2  V  n/T^/  -I-  TH  =  —  ^  JiiXi  +  (  2  A-  +  1  )  ~  y/- 

A*  désignant  un  entier,  on  aura  0  =  o. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

OU  bien 

V(2/i/+ v/)(a7/+  w/)  =  (2A-+  i)7r  v/— I. 

Si  l'on  pose  alors 

Xi  =  —  Wi->r-  N/ir  / —  I , 

il  suffira  que  \  v/N^soitun  nombre  iîîipair  pour  que  x^ 


1  ^2")  '  •  • 

soit  une  solution  de  (■)  =  o. 

XXX.  —  Sur  une  fonction  d'une  variable  déduite  des  fonctions  (-^. 
Supposons  que,  dans  la  fonction 

e{xi,  x^_, ...,  xp)=^^ 


<ZjniX!  +  <ii 


on  pose 

^1  =  ^'l —  Cl,  X2=^V2  —  C2,  ...,  Xp—Vp —  Cp, 

d,  Co.  ...  désignant  des  constantes  et  (^<,  ç.2^  •••?  ^>  "ri 
système  de  p  intégrales  normales  de  première  espèce  ayant 
pour  périodes  les  2aij,  nous  poserons  (^) 

6(37)=  0(t;j_  Cl,    P2—  C2,    ...,   Vp—  Cp). 

Pour  une  même  valeur  de  x  ,  Vi  —  c, ,  v-,  —  Co,  ...  peuvent 
différer  de  multiples  quelconques  des  périodes,  en  sorte  que, 

(')  Cela  est  permis  puisque  les  parties  réelles  des  périodes  sont  telles 
que  ^  est  une  somme  de  carrés  négatifs. 
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pour  une  même  valeur  de  œ,  la  fonclion  Q(^)  peut  prendre 
une  infinité  de  valeurs  de  la  forme 

Toutefois,  la  fonction  ^(œ)  reste  monodrome  sur  la  surface 
de  Riemann  reudue  monadelphe.  L'intégrale 


prise  le  long  du  contour  de  la  surface  en  question,  fera 
connaître  le  nombre  des  racines  de  l'équation  Q  =o. 

Or  l'intégrale  N  est  prise  deux  fois  le  long  des  sections  /% 
.V,  a-,  une  fois  à  gauche,  une  fois  à  droite,  et  chaque  fois  dans 
des  sens  différents. 

Or,  à  gauche  et  à  droite  d'une  section  s,  les  Çi  ont  la  même 
valeur,  les  intégrales  prises  le  long  des  sections  s  se  détruisent  ; 
à  gauche  et  adroite  d'une  rétrosection  r,  (^/ prend  des  valeurs 
qui  diffèrent  entre  elles  d'une  quantité  B^-  qui  est  égale  ào  ou 

27: y/ —  I,  les  valeurs  de  -^  seront  alors  égales  et  les  rétrosec- 

tions  r  ne  fourniront  pas  de  termes  finis  à  l'intégrale  N.  Enfin, 
si  l'on  considère  l'intégrale  prise  le  long  d'une  section  a-,  le  long 
d'une  telle  section  sur  les  deux  bords  opposés,  i^i  a  des  valeurs 

différant  entre  elles  de  aa/y;  -^  aura  donc  des  valeurs  respec- 
tives *  77  et  ^  —  -—;  l'intégrale  le  long  de  cette  section  sera 
donc  2  71  Y^ —  1  et,  comme  il  y  a/?  sections  cr,  on  voit  que 


Ainsi  la  fonction  Q  a  /?  zéros. 

Les  zéros  de  la  fonction  9  satisfont  à  une  condition  que 
nous  allons  déduire  de  la  considération  de  Tintégrale 


-v/- 


r    0' 


dx^ 


étendue  tout  le  long  du  contour  de  la  surface  de  Riemann 


4^2  CHAPITRE    XI. 

rendue  monadelplie  ;  cette  intégrale,  dans  laquelle  vi  désigne 
une  intégrale  quelconque  normale  de  première  espèce,  est 
égale  kllvi[xki  y  h)-,  ^k-,  yk  désignant  l'un  quelconque  des 
zéros  de  Q(jr). 

D'autre  part,  pour  évaluer  l'intégrale  en  question,  on  peut 
procéder  comme  on  l'a  fait  pour  la  précédente  :  le  long  des 
sections  5,  l'intégrale  est  nulle  ;  le  long  des  sections  r,  vi  prend 
à  gauche  et  à  droite  de  la  section  des  valeurs  différant  de 

2 TU  y/ — I,  ^  prend  alors  des  valeurs  égales,  en  sorte  que  le 

long  d'une  seule  de  ces  sections  l'intégrale  prend  la  valeur 

/fi' 
^  dx^  l'intégrale  étant  étendue  tout  le  long  de  la  section. 

Le  long  d'une  section  a-,  vi  prend  sur  les  deux  bords  des 

valeurs  différentes  de  laij  et  ^  des  valeurs  différant  de  -7-^: 

l'intégrale  le  long  d'une  telle  section  sera  donc 

— ^  [/(.,+  2«,v)  (I  -  g)  rf^  -/.,  \  d^\ 
ou 

On  peut  donc  écrire 

Dans  cette  équation,  remplaçons  les  constantes  Ci,  C2,  •  .  . , 
Cp  par  d'autres  c\  ^c'^,  .  .  . ,  c'p  et  retranchons  les  résultats;  en 
appelant  x'^^,  y'j^  ce  que  devient  alors  x^,  y^^  puis  retranchant 
l'équation  ainsi  obtenue  de  la  précédente,  nous  aurons 

^bn{ ock ,  yk )  —  ^i(^'k,  fk ) ] 
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0,  désignant  ce  que  devient  B  quand  on  y  met  c', ,  c^,  ...  à 
la  place  de  c<,  Co,  .... 

'  -^  dx  est  la  quantité  dont  varie  log8(^)  le  long  d'une 

section  r/;  cette  quantité  este/,  plus  une  quantité  indépen- 
dante de  a.  Au  contraire,  un  raisonnement  analogue  nous 

^  <i^  est  nul;  donc 

est  une  constante  indépendante  de  c/  et  c'^,  et  qui  ne  dépend 
que  de  ^o  et  des  coefficients  de  /.  On  peut  donc  poser 

2^  ^^  (^^^'  y^^  ~  ^^  "=  ^'' 

R/  désignant  une  quantité  indépendante  de  c<. 

XXXI.  —  Suite  des  propriétés  de  la  fonction  6(^). 

On  peut  former  une  fonction  B  ayant  des  zéros  donnés. 
En  effet,  on  a  vu  que  les  zéros  Xh,  fk  satisfaisaient  à  la 
relation 

ou 

formons  la  fonction 

0(a7)  =  er...,  Vi-^Vi{xk,yk)^V^h  -..J- 

Je  dis  qu'elle  admettra  les  zéros  donnés;  en  effet,  appelons 
(xj,yj,  {x\^y\j),  ...  ses  zéros  :  on  devra  avoir 

^Vi{x'k,  y'k)  -  ^Vi{xk,  yk)  4-  R/  =  ^i 
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OU 

^^ii^A-,  y'k)  =  ^^ii^k,  jk), 

.  pour  f  =  i,  2,  3,  ...,/?.  Je  dis  que  cela  exige  que  l'on  ait 
^i,y,  =x\,y\^  ...;  en  d'autres  termes,  que  les  ^)^ et jk'^. sont 
déterminés. 

En  effet,  coupons  la  courbe  /=  o  par  une  courbe  S  d'ordre 
m  —  2;  faisons  passer  cette  courbe  d'ordre  m  —  2  par 
m  —  3-\-p-\-o  points  fixes  de  f=o  et  par  ses  8  points 
doubles  :  c'est  déterminer  autant  de  paramètres  de  S  ;  il  n'en 
reste  plus  que 


{m  —  i)(7?i^i) 

— — {/n  —  3)— />  —  0 


arbitraires,  ou 


(m  — 2)(m-f-i)  _        _  3 ^  _  (^^^  — 0(^?  —  ?0  _ 


La  courbe  S  coupe /en  /?i  (m  —  2)  points;  sur  ces  points, 
il  en  a  été  choisi  f?i  —  3  +  /?  +  2  3  :  il  en  reste 

/              X      /           ox       {m  —  i)(  m  —  2)       ç. 
m{m  —  2)  — (m  —  o)—  ^ -i-  6  ^  p  -\- i 

mobiles.  Si  on  les  appelle  ^a?  JKa?  on  a 

k  =  p-hl 

Qii^k,  rk) 


en  vertu  d'un  théorème  connu  d'Abel.  Quand  on  se  donne 
le  (/?+  i)'''"'^point.r^^,,j/-^^,,  tous  les  autres  sont  déterminés 
sans  ambiguïté.  Ceci  revient  à  dire  que,  si  l'on  intègre  les 
équations  précédentes,  ce  qui  donne 

V 

^^Vi{xk,  yk)  =  Vi{xp^y,  7p+i)  +  const., 
1 

es  Xk  et  les^A  seront  bien  déterminés  quand  on  se  donnera 
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P 

les  ^^Vi{xk^  yk)'  Ainsi  on  peut  former  une  fonction  Ç|  avec 

1 
des  zéros  donnés  à  l'avance. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  fait  ^  ^=  ^, ,  j/  =yi  i  on  a 


ou 


(i)  e    ,..,^çi{xk,yk)-'^h  ...     =0. 

On  peut  déterminer  les  constantes  R^  comme  il  suit  : 

Coupons  la  courbe  f  ^=^  opar  une  courbe  du  degré  m  —  3 
passant  par  les  ù  points  doubles  de  f  et  par  p  —  i  autres 
points  x^^  y^\  ^25  JK2  ;  •  •  •  ;  Xp-\^  yp-\y  ^^  ^^^^^  P  —  I  +  2  G 
points  d'intersection,  elle  coupera  f=^  o  encore  en 

m  {m  —  3)  —  p  -\-\  —  10  —  p  —  I 

autres  points  x\ ,  y\  ',  x'.^,  y.^;  .... 

Le  théorème  d'Abel  donne 

^dvii ^/v; yk )  -H^  d Vi ( x',,,  y';, )  =  o 
OU 

Kf  désignant  une  constante;  on  en  tire 

e     ...^Vi{xk,yk)-'^i  ...  Ue     ...^(a.'^,,7'/,)-K,+  R/  ... 

Or  le  premier  membre  est  nul  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir  (i);  donc  le  second  l'est  aussi,  donc  K/  —  R^-  doit  être 
égal  à  Ri  ou  Kt=  2Ri. 

La  constante  K/  est  plus  facile  à  déterminer  que  R/;  on 
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pourra  donc  à  l'occasion  substituer  le  calcul  de  K^-  à  celui 
de  R/. 

Nous  donnerons  une  dernière  propriété  de  la  fonction  B 
qui  doit  nous  conduire  à  la  solution  du  problème  de  l'inver- 
sion, but  final  que  nous  nous  proposons. 

Soient  ?^,  7)^  les  intersections  dhine  courbe  o=zo  du 
degré  n  avec  f  =o\  i^,  r,^  les  intersections  dhine  autre 
courbe  d»  =  o  du  même  degré  n  avec  f  ^=-  o.  Le  produit 


(.)  ^=n 


h=\ 


0 

A—  1 

0 

_          A-  =  1 

s^ exprime  rationnellement  en  Xk  et y^. 

En  effet,  considérons  d'abord  Ç  comme  fonction  de  Xi, 
en  laissant  ^2?  ^3»  •••?  ^p  constants;  quand  les  fonctions 
Vi(x^^y^)  augmentent  de  multiples  des  périodes,  la  fonction 
Ç  se  trouve  multipliée  par  une  puissance  du  nombre  e  dont 
l'exposant  est  de  la  forme 

i  =  p   h  =77111 

Or,  si  l'on  coupe  la  courbe  f=  o  par  la  courbe  cp  -j-  ),J;  =  o, 
en  vertu  du  théorème  d'Abe],  les  points  d'intersection  satis- 
feront aux  équations  différentielles 

k  =  p 

^dvi{xk,yk)  =  o; 

k  =  l 

si  l'on  fait  varier  X  de  o  à  co  en  intégrant,  on  a  précisément 
l'expression  (3)  est  nulle  et  la  fonction  Ç  conserve  Ja  même 
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valeur  en  un  même  point  de  la  surface  de  Ricmann  qui  repré- 
sente y;  donc  elle  s'exprime  rationnellement  en  ^<  etyi.  On 
verrait  de  même  qu'elle  est  rationnelle  en  x^  et  jko?  ^3  et 

y-i,  .... 

Cherchons  les  zéros  et  les  infinis  de  Ç  :  à  cet  effet,  cher- 
chons les  zéros  de 


(4) 


...,^Vi{xj„yk)—Vi{U','^iii)—^i^  Y 


ou,  en  observant  que,  en  appelant  x[^^  y\^^  .  .  . ,  œ'^,  y'p  les 
points  où  une  courbe  de  degré  m  —  3,  passant  par  les  points 
doubles  de  /et  les  points  ^2?  JK2,  •  •  -,  ^pi  Xp-,  rencontre 
encore/=  o,  on  a 


r  r 

^  Viiock,  7/,)  =  2  Vi{x'f„  JKk)  ==  2 R/, 


^  =  2 


la  fonction  (4)  devient  alors 


Elle  admet  les  zéros  ^a,  '^^^^  et  x\^  y\  :  le  quotient 


e 

•  .  .  ,  2  Vi{Xk,  Ja)  —  Vi{^^„,   7]/,)  - 

-  R/,  . . . 

0 

.  .  • ,  ^^^/(^/o  yk)  —  ^i{lh,  r^h)- 

-  R/,  . . . 

admet  donc  le  seul  zéro  ^^,  r^  et  le  seul  infini  ç^,  tj^^  ;  donc  Ç, 
considéré  comme  fonction  de  x^  et  jki,  admet  les  zéros  ^', , 
7/, ,  .  .  . ,  '^„^,^,  t/„^„  et  les  infinis  ?, ,  7] , ,  .  .  . ,  i„,/,,  Tj„,„  ;  la  fonc- 
tion ,  ,     — î-  admet  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis.  Le 

^{^uy^) 

rapport  c,  \~-. r  est  donc  indépendant  de  x^  et  jKh  puis- 
qu'il ne  s'annule  plus  et  ne  devient  plus  infini  :  le  rapport 
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r  y^    ^'-^^  est  indépendant  de  x^y  et  Vo,  ...  ;  on  peut  donc 
poser 


(:  =  A 


n 


/.-=i 


A  étant  indépendant  des  Xk  et  desjKA;  on  déterminera  A  en 
faisant  ^  =  ^0  et  en  annulant  les  Vi{xh,  y^),  ce  qui  donne 


k  =  mn 

A  = 

h 


h  =  mn 

©[••.,  ^Kb?  ■^i/i)-+R/,  -.-l  L?(^o, 7o)J 


XXXII.  —  Problème  de  l'inversion. 

Le  problème  de  l'inversion  formulé  par  Jacobi  consiste 
dans  l'intégration  des  formules 

^     M^k,yk) 


k  =  , 


Qpi^k,  yk^dxk 


/r  =  l 


sous  une  forme  donnant  les  x  en  fonction  des  u>  Si  l'on  veut, 
le  problème  de  Jacobi  consiste  à  résoudre  les  équations 


■^^v^{xk,yk), 
1 

(0  {   u^  =2^2(^/07/.), 


p 

Ui 

1 


Up=^i>j,{x/„yk), 
dont  le  déterminant  est 
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Pour  résoudre  ce  problème,  nous  partirons  de  la  formule  (2) 
du  paragraphe  précédent,  que  nous  écrirons 


n 


A-^l 


?(3?A,  TA-) 


(2) 


n 

h=\. 


h  =  mn 


[k=p 
•  •  • , ^  Vii^k,  Yk)  —  Vi{^,,,  riA-)  —  R/ 

[ 


n'A 


,  ^  ^i {^k,  yk)  —  Vi  (  ç/t,  -^ïh)  —  R/,  .  ■ 


En  vertu  des  formules  (i),  ces  formules  (2)  se  simplifient 
et  donnent 


n 


"^{^k,  yk) 


n 


e[...,  Ui  —  Vi{^hj  ^1/0— R^-^ 


ui—  ^/(^/o  'nii)—  Ro  ••.] 


Elles  font  connaître  des  fonctions  symétriques  des  x^  et  des 
y  h  en  fonction  explicite  des  u\  elles  résolvent  donc  le  pro- 
blème de  l'inversion. 

Oq  dit  quejK/f  est  une  fonction  abélienne  des  Ui\  plus  géné- 
ralement, toute  fonction  symétrique  rationnelle  des  Xk  et 
des  yjf  sera  une  fonction  abélienne  des  quantités  u. 

Bien  que  le  problème  de  Tinversion  soit  théoriquemenl 
résolu,  nous  entrerons  encore  dans  quelques   détails  à  son 

Ci 

sujet.  Au  lieu  de  la  fonction  |,  nous  considérerons  la  fonc- 

tion  - — — -  =  I  -u  À  y,  ou  À  désigne  un  paramètre  variable; 
nous  formerons  le  produit 

et,  en  donnant  à  "k  des  valeurs  particulières,  on  pourra  cal- 
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culer  les  fonctions  abéliennes  Mq,  M<  ,   ....  M^r,;  on  pourra 

en  particulier  prendre  -,  = cl  abord,  et  t  =  — "^—t  >  <^^  et 

^  ^  ^         X  —  a  <^        y  —  b 

h  désignant  des  constantes;  pour  associer  les  valeurs  corres- 
pondantes de  X  et  de  jK,  on  procédera  comme  il  suit  : 

Imaginons  que  l'on  ait  formé  l'équation  admettant  pour 
racines  les />  valeurs  de 


^    /    r    Y 

^a\y—b) 


X  —  a       X  —  a  y  —  b 

X       f     y     Xp-i 
x  —  a\y  —  b) 

Quand  on  aura  calculé  les     •     ,  ?  les s'en  déduiront. 

^  y  —  b  X  —  a 

De  là  résulte  que  x  q\  y  sont  des  fonctions  des  u  qui  ont 
p  valeurs  se  permutant  les  unes  dans  les  autres. 

Signalons,  en  terminant,  un  cas  singulier  dans  lequel  les 
fonctions  abéliennes  sont  indéterminées  :  c'est  celui  où  le 

déterminant^iizQ,(^i,  j,)Qo(^2,  y-)  -  •  -  Q.p{^pi  Tp)  est 
nul  identiquement. 


XXXIII.  —  Expression  d'une  intégrale  abélienne  de  troisième 
espèce  au  moyen  des  fonctions  6. 

Considérons  la  fonction  'C,  définie  par  l'équation 


0 

C  =  log- 

0 


,Vi- 


■^Vi{xk,yk)-^B.i,  . 


'■^Vi  — ^  Vi{x'i,,y',,)  -\-  Ki,  . . 


La  fonction^  ne  change  pas  quand  les  (^/augmentent  de  mul- 
tiples des  périodes  ;  ^  est  donc  une  fonction  monodrome  sur 

la  surface  deRiemann;  c'est  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
dey  :  Ç  est  donc  une  intégrale  abélienne.  Les  infinis  de  Ç  sont 
donc  x'f^  et  les  Xff-^  si  donc  on  suppose  que 

^i=^ç,      ri  =  ^i,      ^\  =  ^',      x\_  =  r; 


ÉTUDE    DES    FONCTIONS    ABÉLIENNES.  43 1 

et 

2?2  =  ^2,  72=72,  ...,  ^^=^/.,  yp  =  ypi 

la  fonction 

p 

e  r. .  .,  Vi-Vi{l  •r,)-^c^K^/o7A0  -^  R/,  . . .  J 

.  =  log ^ 

0  r.  . . ,  Vi-Vii':!,  r{)  —  y^Vi{Xk,  yic)  +  R/,  . .  .  | 

sera  une  intégrale  de  troisième  espèce  aux  infinis  Ç  et  ^.  Si 
l'on  désire  que  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  soit  Xq^  on 

devra  faire 

p 

0  r.  . . ,  Vi-Vi{\,  r,)-^Vi{x,„  y,,)  +  R/,  . .  .  J 

C=       log- \ - 

0  I  .  .  . ,  Vi-Vi{^,  r:)-^Vi{x„,  JK/,)  4-  R/,   .  .  .  J 

2 
P 


-loî 


e  r. . . ,  ViCd,  r;)-^vi{xk,  ja)  -+-  R/,  . . .  j 

XXXIV.  —  Théorème  de  M.  Picard. 

Si  Véquation  algébrique 
(i)  /(^,7)  =  o 

est  satisfaite  identiquement  en  posant 

o  et  ^  désignant  des  fonctions  monodromes  et  monogènes 
dans  toute  l'étendue  du  plan,  cette  équation  est  nécessai- 
rement de  genre  zéro  ou  un. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  peut  évidemment  se  bor- 
ner à  considérer  le  cas  où  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
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tion  (i)  n'a  pas  d'asymptotes  parallèles  aux  axes;  en  d'autres 
termes,  si  l'on  appelle  m  son  degré,  on  peut  supposer  que 
l'équation  (i)  renferme  un  terme  en  x^  et  eny^. 
Soit  alors 

J    M^,y) 

une  intégrale  abélienne  de  première  espèce,  Q  désignant  un 
polynôme  de  degré  m  —  2.  La  fonction 

dV  _  Q(x,y)  dx 
dt  ^  Mx,y)   dt 

sera,  commet  etj)^,  unefonction  monodromeet  monogènede^. 
Je  dis  que  cette  fonction  n'a  pas  de  pôles. 

En  effet,  elle  ne  peut  devenir  infinie  que  si  —r  devient 

infini,  ou  que  si  ^  devient  infini,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 

qu'en  un  point  critique  dejK  où  l'on  a  à  la  fois  /=  o  et/o  =  o. 
Examinons  ces  deux  cas. 

«  c-  •    .  .  dx  ,  . 

i'^  bi  au  point  ï=  a  on  a  -y-  =  ce,   on  a  nécessairement 

^  r=  00,  car  la  dérivée  d'une  fonction  synectique  est  elle- 
même  synectique;  or,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  x^  on 
a,  en  série  convergente, 

Q  A  B  G 


fi        x'"'-^        x"^       ^'«+1       '  ■    ' 

A,  B,  C, .  . .  désignant  des  constantes;  dont  la  première  est 
différente  de  zéro,  le  terme  en  x^~^  existant  certainement 
dans  y*2.  D'ailleurs,  x  étant  infini  pour  ^  =  a,  on  peut  poser 


on  a  alors 

^  =  (^  — a)'««-«ny(i  —  a), 

/2 

m{t  —  a)  désignant  une  fonction  monodrome  et  monogène 
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pour  ^  =  a;  donc 

rn^  désignant  une  nouvelle  fonction  sjnectique  autour  du 
point  a.  Or  m  doit  être  supposé  plus  grand  que  3,  puisque, 
pour  /n  =  3,  la  courbe  (i)  est  de  genre  un.  Alors 

mn  —  in  —  i  >  i, 

dY  .  dx 

donc  —r  est  fini  quand  -,-  =  ao. 

dt  ^  dt 

2"  Examinons  maintenant  le  cas  où  le  point  x  est  un  point 
critique  de  la  fonction  y\  appelons  encore  a  la  valeur  de  t 
pour  laquelle  x  est  un  point  critique  a,  soit  h  la  valeur  cor- 
respondante de  y.  On  a,  dans  le  voisinage  du  point  ^  =  a, 


*^-        {x  ~  ayi 

p  Qi  q  désignant  des  nombres  entiers  tels  que 

m>^>o,        p>o, 

et  715  désignant  une  fonction  finie  dans  le  voisinage  du  point 
x^=a\  d'ailleurs  on  doit  avoir  p<^q,  puisque  l'intégrale 
abélienne  V  est  toujours  finie.  Mais,  x  —  a  s'annulant  pour 
t=z^,x  —  a  est  de  la  forme  {t  —  a)",  ii  désignant  un  entier  : 
cet  entier  est  au  moins  égal  s.  q,  y  devant  reprendre  sa 
valeur  quand  x  a  tourné  q  fois  autour  du  point  a,  et  seule- 
ment quand  x  a  tourné  q  fois  autour  de  a-^  mais,  t  tournant 
une  fois  autour  de  a,  x  tourne  n  fois  autour  de  a,  ely  a  repris 
sa  valeur  :  donc  n  est  multiple  de  q  et  est  au  moins  égal  à  q. 
On  peut  donc  poser 

X  désignant  un  entier  positif  etur  une  fonction  finiepour^  =  a. 

Alors 

O  dx       dV      ,  -,      ,  ^ 

^37  =  ^  =('-=■>'■'-"""(')' 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IV.  28 
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dW 
Tf5^  (t)  n'étant  ni  nul  ni  infini  pour  t  =  ol  :  donc  -7-  n'est  pas 

infini  pour  ^  r=:  a.  c.   q.   f.   d. 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction-^?  ne  devenant  jamais 

infinie  pour  des  valeurs  finies  de  t,  est  synectique  dans  toute 
l'étendue  du  plan,  excepté  pour  ^  =  00,  et  alors  la  fonction  V, 
considérée  comme  fonction  de  t,  est  également  synectique 
dans  toute  l'étendue  du  plan,  sauf  pour  t  =  co. 

Mais  l'intégrale  abélienne  V,  quand  la  courbe  (i)  est  de 
genre  supérieur  à  un,  peut  être  choisie  de  telle  sorte  qu'elle 
possède  au  moins  3  périodes,  et  x  est  une  fonction  triplement 
périodique  de  V  :  alors,  en  ajoutant  à  V  des  multiples  des 
périodes,  on  peut  obtenir  des  valeurs  de  V"  infiniment  peu 
différentes  pour  une  même  valeur  de  ^;  à  ces  valeurs  de  V 
correspondront  des  valeurs  de  t  infiniment  peu  différentes  ; 
t  variant  infiniment  peu,  x  ne  varierait  donc  pas,  ce  qui  est 
inadmissible.  Le  genre  de  (i)  ne  peut  donc  être  que  un  ou 
zéro. 


XXXV.  —  Des  fonctions  de  n  variables  possédant  ^n  systèmes 
de  périodes  simultanées. 

Lorsque  l'on  a 

on  dit  que  la  fonction  y  possède  les  périodes  simultanées  0)4, 
(02,  .  .  •,  W/^.  La  fonction  0  satisfait  aux  équations 

(i)     0(a7iH-  ikiT,  \/—i,  X2-T-  ik^r.  /— I,   . .  .)=  0(a7i,  ^2j   •••)> 

(2)  0(a7i4-2  7ÎTi,   a?2+  2  7ÎT2,    .  .  .  )  =  e-[^V'-^'+^] , 

OÙ 

V^  dm 

et  où  ki  et  v^-  sont  des  entiers  quelconques.  En  vertu  de  (i), 
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0  admet  les  périodes  simultanées 


in  y/  —  [,  o,  o,      .  .  . .  o. 

o,  271:  s/  —  1,0,       .  .  .,  o. 


o,  o,  o,  ,     271 /—i; 

et  a/,  P/,  y/,  ùt  désignant  des  constantes,  il  en  sera  de  même 
de  la  fonction 

e(a?i  + g|,  a?2-i- a2,  .  •  .)Q(^i -4- Ti,  ^2  +  Y2.   •••) 

©(.ri-f-  i^i,   a72-i-  ^2,    .  .  .)®(^l-t-  Si?  ^2-+-  §2,     ''•) 

Si  entre  les  constantes  a,  p,  y,  8,  on  établit  les  relations 

a/—  !3i  + Yi—  Oi  =  0, 

la  formule  (2)  montre  que  cette  fonction  admettra  encore  le 
système  de  périodes  simultanées 

an,      «125      •  •  '1     ^ui'. 
«21?       <3^22?       •  •  •  ?      Ctlni 


Ceci  montre  qu'il  existe  des  fonctions  de  ii  variables  avec 
in  périodes  simultanées  et  sans  points  essentiels  dans  le 
prismatoïde  des  périodes,  en  appelant  ainsi  la  surface  limitée 
dans  riiyperespace  par  des  plans  séparés  entre  eux  par  un 
intervalle  égal  à  une  période,  surface  analogue  au  périmètre 
du  parallélogramme  des  périodes  dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'une 
variable.  Nous  voilà  conduits  à  étudier  les  propriétés  de  ces 
fonctions  qui  sont  une  généralisation  toute  naturelle  des  fonc- 
tions doublement  périodiques. 

Théorème.  —  Si  Von  considère  un  système  de  fonc- 
tions périodiques  de  n  variables  sans  points  essentiels,  et 
possédant  toutes  le  même  prismatoïde  de  périodes,  f^, 
f^i  -  '  '  1  fn,  les  équations  simultanées 

fl  =  Si,  y*2  =  •?2)  •  •  •  j  fn=  Sfi 
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ont  toujours  le  même  nombre  de  solutions  dans  le  prisma- 
toïde  des  périodes^  quelles  que  soient  les  constantes  dési- 
gnées par  5i,  52,  .  .  . ,  Sa- 

Considérons,  en  effet,  les  fonctions  f^  —  ^ki  f-i  —  ^-i^  •  •  •  ? 
fn~^Sa  et  appliquons  le  théorème  de  M.  Rronecker  (T.  III^ 
p.   190)  à  la  recherche  des  solutions  de 

/l  _  5i  =  O,  /2  —  52  =  O, 

contenues  dans  l'espace  compris  entre  la  surface  du  prisma- 
loïde  des  périodes  et  les  surfaces  limitant  l'espace  dans 
lequel  l'une  des  fonctions/* au  moins  est  infinie;  le  nombre 
des  solutions  est  donné  par  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


clY 


dans  laquelle  N  est  une  puissance  de  la  somme  des  carrés  des 
modules  àe  f^  —  ^ii  /^  —  -^2,  •••  et  dans  laquelle  dY  ne 
contient  pas^i,  50,  ....  Cette  intégrale  doit  être  prise  le  long 
des  surfaces  considérées.  Elle  est  égale  à  un  nombre  entier; 
elle  est  d'ailleurs  continue  par  rapport  à  Si,  s^-,  ....  Sa  valeur 
est  donc  indépendante  de  5|,  ^2,  .  .  . ,  ce  qui  démontre  notre 
théorème. 


XXXVI.  —  Théorèmes  de  M.  Weierstrass. 

Théorème  I.  —  Soient  u^^  Uo^  -  .  . ,  u,i,  u,i+i ,  n  -h  i  fonc- 
tions de  Xi,  Xo-,  .  .  .,  Xfi  sans  points  essentiels  à  distance 
finie  et  possédant  les  in  mêmes  systèmes  de  périodes 
simultanées  ;  elles  sont  liées  entre  elles  par  une  relation 
algébrique. 

En  effet,  si  l'on  donne  à  u^,  z/o,  ...  des  valeurs  déter- 
minées, il  en  résultera  un  certain  nombre  k  fixe  de  valeurs 
correspondantes  de  Xi,  X2,  .  .  .,  x,i  et,  par  suite,  k  valeurs 
de  Unj^\  ;  les  fonctions  symétriques  rationnelles  de  ces  k 
valeurs  n'auront  pas  de  points  essentiels  en  «,,  U2,  .  .  . ,  Un 
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et,  par  suite,  seront  rationnelles  en  u^,  U2,  •••,  Un',  il  en 
résulte  que  Un+\  est  racine  d  une  équation  de  degré  k  dont 
les  coefficients  sont  rationnels  en  ?^i,  ^/o,  .  .  . ,  Un- 

Considérons  deux  fonctions  U  et  V,  telles  que  Un+\]  U  et 
V  sont  racines  de  deux  équations  de  degrés  le  à  coefficients 
rationnels  en  z^i,  Uo^  •  •  • ,  '^/o  quand  on  se  donne  Ui  y  11-2 y  •  •  •  7 
u„,  il  en  résulte  k  systèmes  de  valeurs  des  x]  à  chacun  de 
ces  systèmes  correspond  une  valeur  de  U  et  l'on  peut  choisir 
de  telle  sorte  qu'il  lui  corresponde  une  valeur  de  V,  de  sorte 
que,  quand  Ui,  Uo,  •  -  -,  ^n  et  U  sont  donnés,  V  est  déter- 
miné; V  est  donc  rationnellement  exprimable  au  moyen  de 
Ui^  11-2,  '  '  '  -,  U/i  et  U. 

Théorème  II.  —  Soient  f  et  F  deux  fonctions  ayant  in 
systèmes  de  périodes  communes  et  sans  points  essentiels  à 
distance  finie,  F  pourra  s^ exprimer  rationnellement  au 

j       r      àf        df  àf 

moyen  t/^  /,  -f— ?  y— ?  •  •  •?  -— • 
•^  -^  '  dxx     ox^  dx,i 

Car/  et  ses  dérivées  ont  les  mêmes  systèmes  de  périodes 
que  F. 

CoROLLÀiuE.  — f{^Ki  ^25  •  •  •  :  ^11)  étant  une  fonction  ayant 
2/1  périodes  simultanées  et  pas  de  points  essentiels  à  distance 
finie,  il  est  clair  que/(xi4-jKi,  ^2+^2,  •  •  •)  s'exprimera 
alors  rationnellement  au  moyen  de 

/(^i,  372,  --M^/O,      fiyuyi,  '■•,yn) 

et  de  leurs  dérivées 


àf 

àf 

àf 

àf 

•         àf 

W 

dxi 

àXn  ' 

àyC     ' 

ày,i 

XXXVII.  —  Théorème  de  MM.  Picard  et  Poincaré. 

Le  théorème  que  nous  allons  démontrer  a  été  énoncé 
autrefois  par  Riemann,  qui  l'a  communiqué  sans  démonstra- 
tion à  M.  Hermite  :  il  était  naturel  de  le  soupçonner,  mais  sa 
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démonstration  était  assez  difficile;  elle  a  seulement  été  don- 
née dans  ces  derniers  temps  par  MM.  Picard  et  Poincaré 
{Comptes  rendus  pour  i884). 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  fonction  de  n  variables  x^^ 
^2,  ...,  Xn,  bien  déterminée  et  sans  points  essentiels,  ne 
peut  avoir  plus  de  2/1  systèmes  de  périodes  simultanées;  la 
démonstration  de  ce  fait  est  facile  à  établir  à  l'aide  des  théo- 
rèmes énoncés  (p.   2i7etsuiv.). 

Mais  les  périodes  d'une  fonction  qui  a  2/^  systèmes  de 
périodes  simultanées  ne  sont  pas  arbitraires,  et  le  théorème 
de  MM.  Picard  et  Poincaré  met  en  évidence  la  manière  dont 
ces  périodes  dépendent  les  unes  des  autres. 

Soient 


Wli, 

W12,    .. 

..,      Mm,      .. 

.,       Wi,2«, 

W21, 

W22,    • . 

.  .,        0J2«,        .. 

-,        ^2,2/0 

w«i, 

W«2,        .  • 

.  .,       ^nn,       •• 

•  »        W«,2« 

un  système  de  n  périodes  de  la  fonction  f{x^^  x^,  .  •  •,  ^n) 
si  la  substitution  linéaire 

^1  =  WiiXi+  1012X3+.  .  .-î-  Wi^X„, 

372  =    W2iXi-i-   W2'>X2+.  .  .H-   W2«X„, 
(2) 

^n  =  W„iXi  -I-  0^,12X2  +  .  .  .-T-  W/j„X,i, 

transforme  f{Xi,  x^^  .  .  . ,  Xa)  en  F(X<,  X2,  . .  . ,  X,,),  la 
fonction  F  (Xi ,  Xo,  .  .  . ,  X,^)  aura  pour  périodes 

I    I,     o,     o,      ...,     o;         TTTii,     rîTi2,     ...,     7ni„; 

(ihis)  )    ^'        ''       ^'        •••'       ^'  ^21,        ^22j        ..-5        ^2«; 


1     r>         r> 


\    O,       o,       o,        ...,        1;  HT/ii,       Tn,j2j        •••5       ^/irt) 

les  quantités  mij  satisfaisant  à  la  condition 

Exprimons  en  cfTet  rationnellement  la  fonction  fnu.  moyen 
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de  n  -f-  I  fonctions  aux  périodes  (i),  à  savoir 

On  sait  qu'on  peut  l'exprimer  rationnellement  au  moyen  de 
ces  fonctions,  si  elles  sont  convenablement  choisies,  et  que 
l'on  peut  supposer  iin+i  fonction  algébrique  de  Ui^  a-i-,  •  •  ., 
u,i  (p.  436).  Des  relations 

-  diii    .  dui    j  dui    j 

dui  —  - —  dx^  4-  - —  dx^  + . . .  -r-  -t^ —  dxn-, 
axi  âx^  ox,i 

on  tire  d'autres  relations  de  la  forme 

/    dxi=  Fiidui  -H  Pi2du.2  H-.  .  .-H  Pi„du,i, 
(3)  , 

(  dx,t  =  F  ni  dUi  -4-  P„2  du2  -}-...+  Va<idu,i  ; 

et,  comme  les  dérivées  -—  peuvent  s'exprimer  rationnellement 

au  moyen  de  Wi,  u^,   ••-,  w«+i,  les  coefficients   P/y  seront 
aussi  des  fonctions  rationnelles  de  ^^^,  u^^,   .  .  .,  u,i  et  de  la 
seule  irrationnelle  Un^\ ,  fonction  algébrique  de  w< ,  ^2,  •  •  . ,  Un- 
Faisons  alors 

'fij  ^2i  '  '  '  •)  ^n  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  t.  En 
vertu  des  équations  (3),  les  x  seront  des  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce  dans  lesquelles  la  fonction  algébrique  Un+i 
sera  définie  par  l'équation 

9(wo  z^o,  .  .  .,  u,i^i)  =  o  désignant  la  relation  qui  lie  entre 
eux  les  11;  et  cette  équation  sera  irréductible  si  les  cp  sont 
quelconques;  de  plus,  nos  intégrales  abéliennes  seront  linéai- 
rement indépendantes.  Les  périodes  de  ces  intégrales  sont  de 
la  forme 

miWii  -4-  m^Mii  -f-.  .  .-4-  m^n^U^ri, 


miCO/ji-h  moCO/ja -H-  •  •+  m2,i^n,2n, 
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et  i]  existe  entre  ces  périodes  des  relations  de  la  forme 

Zj  ^U  ^ai  W|3y  =  o,  Cii  =  o ,         Cij  =  Cji. 

On  a  vu  qu'en  effectuant  sur  les  intégrales  abéliennes  une 
substitution  linéaire  on  obtenait  des  périodes  normales, 
c'est-à-dire  telles  que  (i  bis)^  ou  du  moins  telles  que  (i  bis) 
multipliées  par  2  tu  y/—  i,  ce  qui  revient  au  même  pour  l'objet 
que  nous  avons  en  vue.  Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème  de 
MM.  Poincaré  et  Picard. 

Corollaire.  —  De  là  résulte  un  théorème  important  : 
c'est  que 

Toute  fonction  de  n  variables  sans  points  essentiels, 
possédant  in  systèmes  de  périodes,  peut  s^ exprimer  ra- 
tionnellement au  moyen  des  fonctions  %. 

En  effet,  on  peut  l'exprimer  rationnellement  au  moyen  de 
fonctions  ayant  un  système  de  périodes  normales,  fonctions 
qui  s'expriment  rationnellement  au  moyen  des  fonctions  0. 

XXXVIII.   -  Théorème  de  M.  Poincaré. 

Proposons-nous  de  trouver  le  nombre  des  solutions  com- 
munes aux  équations 

0(57i  —  Cil,    0^2  —  C12,     ...,    Xp~  C^p)  =  O, 


/    0(a7i—  C21,    572—  C.22,     ..  .,    37^—  C2;,)   =0, 


yD\X\       Cp\ ,  x=i       c^2 •>'•'•)  X p  —  c pp )  ■ —  o, 
contenues  dans  un  prismatoïde  des  périodes,  formules  où 

A  cet  effet,  appliquons  le  théorème  deM.  Kronecker(t.  III, 
p.  190)  au  système  (i)  pour  un  prismatoïde  de  périodes,  et  ob- 
servons que,  l'intégrale  de  M.  Kronecker  étant  fonction  con- 
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tinue  des  paramètres  qu'elle  renferme,  tant  que  les  fonctions  0 
ne  s'annulent  pas  toutes  à  la  fois  sur  la  surface  du  prismatoïde 
des  périodes,  et,  même  dans  cette  hypothèse,  si  une  solution 
sortait  du  prismatoïde  des  périodes,  en  vertu  de  la  périodi- 
cité, il  en  rentrerait  une  autre.  Cette  intégrale  conserve  donc 


les  coefficients  aij  et  ramener  la  fonction  0  à  la  forme 


ou 


la  même  valeur  entière;  nous  en  profiterons  pour  faire  varier 
mener  la  f 

e  =  ^e^njXj  -  Saj  n-. 

0  =TT(  Ve"'^''-"/"*  )  • 

La  fonction  0  est  alors  un  produit  de  fonctions  0  à  une  seule 
variable  ^  mais,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  la  fonc- 
tion elliptique  0  n'a  qu'un  zéro  :  le  nombre  des  solutions 
communes  aux  équations  (i)  sera  donc  1.2. 3.  .  .p  dans  le 
cas  particulier  que  nous  examinerons  et,  par  suite,  i .  2 . 3 .  .  .  p 
dans  le  cas  général. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Poincaré  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  pour  1 883. 

Corollaire.  —  Il  résulte  de  là  qu'un  système  de/?  fonctions 
de/?  variables  possédant  ip  systèmes  de  périodes  communes 
reprend  au  moins  (2/?)!  fois  le  même  système  de  valeurs  simul- 
tanées dans  un  prismatoïde  des  périodes. 


NOTE, 


NOTE  SUR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

Le  Calcul  différentiel  et  intégral  étant  pour  nous,  surtout, 
l'analjse  des  fonctions  continues,  nous  avons  écarté  systéma- 
tiquement l'étude  des  fonctions  discontinues^  nous  avons 
cependant  fait  observer  (t.  TII,  p.  17)  qu'une  fonction  pou- 
vait avoir  une  intégrale  sans  être  continue;  nous  allons  faire 
connaître  ici  la  condition  nécessaire  et  sufjfîsante  d'après 
Riemann  pour  qu'une  fonction  admette  une  intégrale. 

Une  fonction  qui  ne  croît  pas  au  delà  de  toute  limite  dans 
un  certain  intervalle  et  qui  dans  le  même  intervalle  ne  décroît 
pas  non  plus  au  delà  de  toute  limite  a  nécessairement  dans 
cet  intervalle  ce  que  nous  pouvons  appeler  un  maximum 
absolu  et  un  minimum  absolu,  c'est-à-dire  qu'il  doit  exister 
une  quantité  M  qu'elle  ne  peut  dépasser,  mais  dont  elle  peut 
différer  d'aussi  peu  que  l'on  veut.  Nous  avons  vu  que  ce  maxi- 
mum M  était  effectivement  atteint  quand  la  fonction  était 
continue  (Note  au  Tome  I);  de  même  il  existe  une  quantité 
m  au-dessous  de  laquelle  la  fonction  ne  peut  pas  descendre, 
mais  dont  elle  peut  approcher  autant  que  l'on  vent,  et  qu'elle 
atteint  effectivement  si  elle  est  continue. 

Quand  une  fonction  dans  un  intervalle  (a,  b)  ne  pourra 
ni  croître,  ni  décroître  au  delà  de  toute  limite,  nous  dirons 
qu'elle  est  limitée  dans  cet  intervalle.  Nous  appellerons 
oscillation  d'une  fonction  limitée  dans  un  intervalle  (<2,  h) 
la  différence  entre  son  maximum  et  son  minimum  absolu 
dans  cet  intervalle. 
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Théorème  de  Riemann. 

Poiw  quhine  fonction  f{x)  limitée  tant  inférieurenient 
que  supérieurement  dans  un  intervalle  {a,  b)  puisse  être 
intégrée  entre  les  limites  a  et  b^  a^  il  faut  et  il  suffit 
que  :  l'intervalle  (a,  b)  ayant  été  partagé  en  d'au- 
tres infiniment  petits  et  infiniment  nombreux  (a,  x^), 
(^,,  X2),  .  ..,  (^/i_i,  b),  la  somme  s  de  ces  intervalles, 
dans  lesquels  l'oscillation  est  supérieure  à  une  cjuantité 
finie  fixe  s,  puisse  être  prise  moindre  que  toute  quantité 
donnée. 

En  effet,  supposons  a  <C  ^i  <C  ^2  <C  •  •  •  <i  Xn-\  <.  b  et 

Xi  —  a  =  Oi,        X2  —  cci  =  ù2,        X3  —  X2  =  03,         ...; 

soientMAlemaximum  absolu  de/(^)dansl'intervalie(^/f_i,^/f), 
m/(  son  minimum  absolu  et  Da-=  M^^  m^  l'oscillation. 

k  —  n 

i^  Je  dis  que  la  somme  \  M^fO/f  a  une  limite  quand  on  fait 
k—\ 
croître  n  indéfiniment  :  en  effet,  en  appelant  [xla  plus  grande 
des  quantités  My^,  on  a 

N  !V1a;Ô/i-<  {J.  \  8;t    ou     <(jt,(6  — a). 

Si  alors,  pour  calculer  la  limite  de  \  M/fô^,  on  subdivise  les 

intervalles    (a,  x^),   (^<,   ^o),    ...,    la   somme    \M/fôyt   se 

trouvera  remplacée  par  une  autre  qui  ne  pourra  pas  être 
moindre  que  la  précédente,  mais  qui  sera  toujours  inférieure 
à  [jl(^  —  a);  si  donc  on  fait  croître  le  nombre  des  intervalles 

par  subdivisions  successives  \  M/^ô^  ira  en  croissant  sans 

dépasser  [ji(  ^  —  a)',  il  aura  donc  une  limite  L.  Maintenant  je 

dis  que,  de  quelque  manière  que  croisse  le  nombre  /?,  ^M/jO/t 

aura  la  même  limite  L.  En  effet,  soit  (<:<?,  JKi),  (^0^^2)5  •  •  •? 
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(jK/;_i)  b)  un  mode  de  subdivision  (A)  formé  de  tous  les 
points  de  division  communs  à  deux  modes 

(B)  (a,  ^i),  (371,  ^2),  • .-,  {oon-u  i>), 

(G)  (a,  ^0,(^1,  ^2),   ...,(^^-1,  b), 

en  sorte  qu'un  y  soit  égal  à  un  ^  ou  à  un  z.  Soient  5^,  ^^bî  -^c 
les  sommes  N^M/fO;^  relatives  à  ces  trois  modes  de  subdivi- 
sion ;  5^  —  5(;  peut  être  pris  moindre  que  -7  Sy^  —  Sç^  également  ; 

donc  5^  —  5b  peut  être  pris  moindre  que  s  ;  donc  \  M/f  8^  a  une 
limite  unique  et  bien  déterminée. 

2"  La  somme  \  m/fô^  a  une  limite  bien  déterminée. 

k=\ 
3°  Il   en    résulte  que  V(Ma  — /?2a)ûa  ou  VDa8/^  a   une 

limite  bien  déterminée  et,  si  cette  limite  est  nulle,  la  quantité 

8a  étant  compris  entre  o  et  i ,  aura  la  même  limite  que  ^M/^S/t, 
ou  que  2i  ^'^k^k  aura  une  limite  bien  déterminée  ;  or  cette  der- 
nière  somme  est  la  valeur  de  l'intégrale    /    f[x)dx  :   ainsi 

cette  intégrale  existera  si  lim\  D^^S/f  =3  o.  Telle  est  la  véri- 
table condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale 
existe,  et  si /"est  continue,  D^  étant  aussi  petit  que  l'on  veut, 

^D/fû/^  est  moindre  que  t{b  —  a),  £  étant  aussi  petit  que 
l'on  veut;  par  suite,  lim\^D/f8/t  est  nul  et  l'intégrale  existe 
comme  on  l'a  vu  au  tome  III. 

Pour  que  "VDao^  ait  pour  limite  zéro,   il  suffît  que  la 
somme  s  des  intervalles  dans  lesquels  D^  >  £  tende  vers  zéro  ; 
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en  efFet,  la  somme  des  intervalles  dans  lesquels  Da  <  £  est 
b  —  a  —  s,  et  l'on  a  évidemment 

0  désignant  la  plus  grande  valeur  de  D/f.  Or  t{b  —  a  —  s) 
pouvant  être  pris  aussi  petit  que  l'on  veut,  il  suffit  que  s  ait 
pour  limite  o,  puisque  0  est  fini,  pour  que  l'intégrale  existe. 

c.  Q.  F.  D. 

N.  B.  —  Ces  considérations  permettent  de  donner  plus 
de  généralité  que  nous  ne  l'avons  fait  à  la  théorie  des  séries 
trigonométriques;  mais  les  développements  qui  en  résulte- 
raient appartiennent,  il  me  semble,  à  une  branche  de  l'Ana- 
lyse qui  ne  fait  que  de  naître  et  qui  ne  nous  sera  d'aucune 
utilité  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 
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